Familles sommables
Exercices

MATH

Théoréme de Fubini - termes positifs

(1 wdee @ )
iJ

37
> est sommable et calculer Y ——
(i,5)EN?

Montrer que la famille ( — —,
e j ijen €% J!

(2 *%wx O )
Soit A = {(n,k) € (N*)2, k > n}. Trouver, de deux maniéres différentes, une CNS sur a € R pour que :

Z kia<+oo.

(n,k)eA

(3 %% ® )

n+1 n
On pose, pour n € N, a,, = o et b, = on-
N +o00o
1. A laide d’un produit de Cauchy, montrer que Y a,, converge et calculer > a,.
n=0

—+oo
2. En déduire la valeur de Y b,.
n=1

mn2

3. En déduire la valeur de > —_— .
(n,m)E(N*)Q 2”(n2m —+ m?”)

Sommation par paquets - termes positifs

(4 % @ )

1
Montrer que la famille ( — 3> est sommable.
(E+3)°) ey
(5 #%# ® TPE-EIVP MP 15 |
1
Montrer que la série double T~ ——— diverge. Qu'en est-il de Y. <~ —-7
wayetv)? (P+a)? (rayevy? P* + ¢
(6 %% v |
Montrer que la fa ’lle( ) est sommable et montrer que ) ! 2%0 : JFZO:O =
ntrer qu mi mm montrer qu — = — — —.
max(z,j)3 (i,5)€(N*)? i,jEN* max(z,j)3 n=1 n? n=1 n?
(7 **x%x & |
1 1
Montrer que la famille () est sommable et calculer > ———.
iJi+7=1) ) ijem)e ijens (i 4+j—1)

(8 %% ® Q )

On note (a,)nen- la suite formée des entiers naturels non nuls, ne contenant pas le chiffre 1 dans leur écriture en base 10,
et rangés par ordre croissant.

. 1
Etudier la convergence de la série de terme général —.
Qn
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(9 **x% & v )

Existence et calcul de
n=1

e |Vt 1) - Vi)

(10 * %% Mines-Ponts MP 15W

+oo
Pour z € R, on pose f(z) = Y 21V") Trouver le domaine de définition de la fonction réelle f et déterminer son expression.
n=0

(11 %*%% ® Mines-Telecom MP 21 |

1
Existence et calcul de > .
(p,q)EN x N* p+¢®>)(1+p+¢?)

Familles sommables

(12 Hwex @ )

Soit o une bijection de N* dans N*. Etudier la sommabilité de ( 1 ) et (ﬁ)

o(n) n)?
13 eww
Soit & € C. Etudier la sommabilité de la famille (z/"') _ et calculer, lorsque c’est possible, Y z!"l.

neE”Z

(14 %% ® O )

Soit (a,)pen= une famille sommable de nombres complexes de somme a.
payp
n(n+1)

Pour tout (n,p) € I = {(n,p) € (N*)?, p < n}, on pose uy, , =

Montrer que (un,p)(n,p)er €st sommable et calculer sa somme.

(15 % v ) 16  Yevosr

Etudier la sommabilité de (),e[0,1]n0- Soit z € C. Etudier la sommabilité de (2% );cz.
(17 #vve 9 ) (18 #w#x ® )
Soit z € C. Etudier la sommabilité de (2"+7); ;) en2. Soit z € C. Etudier la sommabilité de (2%7)(; jjem=)2-
(19 *%wx v ) 20 kv
—1)¢
400 1 (—1)n1 Exprimer, si elle existe, > ( ,3) a laide de ((3).
Calculer, si elle existe : kgl A ngl — (iyj)iz(]N*)a J

(21 %x%% ® ¥ CCinP MP 24 |

I
On pose, pour tout (n,p) € N?, a, , = .[0 2" (In(x))? dz.

1. Justifier 'existence de a,, , et calculer son expression.

+0o0 +oo
2. On considére > >  ——. Justifier son existence et calculer sa valeur.
n=0p=0 An,p

3. La famille < 1

) est-elle sommable ?
An.p / (n,p)eN?

(22 *%x%x & |

1 .
On pose, pour tout (n,p) € (N)?: u,, =< n2—p? sin # p, ‘
0 sinon.
+oo
1. Soit p € N*. Montrer que la série > u,, converge puis que Y U, = R
nz1 n=1 4p
oo +oo 400 +o00
2. Calculer 37 >° unpet 3> 3 un,p. La famille (unp)(, ycy-2 est-elle sommable ?
p=1n=1 n=1p=1 >

2 /12


j.verliat.free.fr

Familles sommables

(23 ##% ® O Extrait Centrale MP 23 )

+oo n +oo
Soit x € ]—1,1[. Montrer que nzz:l T = nzz:l d(n)z™, ot d(n) est le nombre de diviseurs positifs de n.

(24 %%* ENS MP 23 )

— =In(n) + v+ o(1).
=1k

On rappelle que, si on nomme -y la constante d’Euler, définie par

otzraue 55 0" )]

n=1 n

(25 *%% Produit de convolution ENS MP 22 |

Soient a = (an)nez €t b = (by)nez deux familles de complexes sommables. On pose ||a|l1 = > |an]| et, pour tout n € Z,

nez
(a*b)n = Z akbn_k.
kEeZ

1. Montrer que a x b est bien définie, sommable et que ||a * b||1 < ||a||1]/0]1-

2. (MP) Soit a € C% sommable. On pose, pour z € U, F,(z) = > anz™. Montrer que F, est continue sur U.
neZ

3. Montrer qu’il existe e € CZ telle que, pour tout famille sommable a € (CZ, axe=exa=a.

4. (MP) Soit a = (ay)nez une famille & support fini et & valeurs complexes telle que F, ne s’annule jamais sur U. Montrer
que a est inversible pour *.

5. On pose ag =1, a; = —1 et Vn € Z\{0,1}, a,, = 0. Montrer que a est un élément de ¢!(Z,C) non inversible pour x.

Produit de Cauchy

(26 %% O |

Soient a,b € C tels que a # b, |a] <1 et |b] < 1.
1. Montrer que le produit de Cauchy de > a™ par elle-méme est bien défini. Quelle égalité en découle ?

a—b _ %(an+17bn+l)‘

2. Montrer que —————
(1—@)(1—()) n=0

(27 %% ¢ )

n 22k7n

Pour n € N, on pose u, = >, '
P

1. Montrer que la série de terme général u,, converge.

S too
2. A l’aide d’un produit de Cauchy, calculer > uy,.

n=0

(28 %% ® ¢ |
n—1 1

Soit o € R. Déterminer la nature de la série de terme général u,, = _
Bénéral un = 2. ol —

(20 %x%x* ® Q Mines-Ponts MP 24]
Soit z € R\(— N). Etabli eJroo (=1" Jrfzc !
T —N). r: = .

[30 *%vr Binome négatif O J

+oo
. 1
Soient z € C tel que |z| < 1 et p € N. Etablir : E <n+p>z" = A=
n —z)P
n=0

3/ 12



j.verliat.free.fr

Indications

@ 3. Exprimer la somme & l'aide de a, et a,, puis utiliser la
(di)symeétrie des indices de la somme.

Comparer les deux TG.

@ (N*)Q
7} U{(5)

= {(i,5) € (N)*, i < jyU{(i,5) € (N)% i

€ (N*)%, i =j}).

>

Sommation par paquets : ({(3,7) € (N*)? i+ j
E})kel2,+oo[- Puis DES et Fubini positif.

Poser I, = {n € N, 107~}

@ Remarquer que le terme général de la série s’annule souvent,
et ne retenir que les termes non nuls comme un « paquet ».

<n<10” et 3k €N, n = ai}.

En sup, on pourra admettre (ou démontrer...) : Vo €]—1,1],
1

(1—=)*

—+o0
Z nx"71 —
n=1

Utiliser I, = {n € N*, |\/n]
Fubini en sommant a p fixé.
Distinguer |z| >

1. En sup, comprendre la question de la facon suivante :
(In(z))? dz quand X — 07 est

finie; on notera a,,, sa valeur par la suite.

p}-

1et|z| <1

1
montrer que la limite de L{x"

1. DES et changements d’indice. 2. Utiliser la symétrie des
roles de n et p.

@ Justifier que (z)(; j)c+)2 est sommable et calculer sa
somme de deux facons différentes.

Somme de termes positifs...

Observer un produit de Cauchy.
Récurrence.
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Familles sommables

Solutions

La famille étant & termes positifs, le calcul validera la sommabilité. D’aprés le théoréme de Fubini positif :

j 400 ,- —+o00 1 7 1
ZeQzJI Ze%z]l Ze% :Z(e> :liézeil'

i,j€N i=0 i=0 i=0

Et comme cette valeur est finie, la famille est sommable.

La famille étant & termes positifs, le calcul validera la sommabilité.

“+oo k “+o0
D’aprés le théoréme de Fubini positif : S = Y & = k21 =y l= kzz =T
= n—= =

(n,k)eA
S est donc la somme d’une série de Riemann. S CV ssi a —1 > 1 ie o > 2.
+00 +00
D’aprés le théoréme de Fubini positif : S = Y L =3 > L.
(n,k)eA n=1k=n

On observe ici le reste d’une série : R,,_1 = L
E
k=n

Par comparaison série-intégrale classique (démo de la convergence des séries de Riemann) : R, _; ~ W

+oo
Ainsi, S = > R, est la somme d’une série convergente ssi « —1 > 1 i.e. a > 2.
n=1

1. Posons u, = v, = 3+ pour tout n € N.

Les séries de termes généraux u, et v, convergent absolument de sorte que leur produit de Cauchy > w, converge

+o00 +o0 +oo
absolument et qu’on peut écrire Y w, = (Z un> (Z vn>.

n=0 n=0 n=0

n n

1 1

OI‘,’UJn: E:ukvn—k: E:ﬁ:ngt = Qn.
k=0 =0

“+oc0o 2
Le résultat précédent permet donc d’affirmer que 3 a,, converge et Y a, = <17%) =4.
2

n=0
—+o0 —+o0 +oo —+oo n —+oo —+o0
2. Par linéarité, > a, = > (bn + 2%) =3 b+ > (%) = > b, +2 Donc > b, =2.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1 n=1
2
3. On observe que 2n(n2717fm2") = bb"fg” . Bt comme les termes sont positifs, on peut faire le calcul :

+o0 +o0 bgb
5 = 22122113 + by
X b2b

= D ) b (Fubini positif)

n=1m=1

+o0 +oo
= Z Z b . (changement d’indice)

m=1n=1 m

Sommation terme & terme des deux derniéres relations :

“+o00 +oo be “+oo +oo be

28 = lelb +Zzb
+00 400 - b%bm
- ;n;(b + b bn+bm>
+oo +oo

= S b

n=1m=1

(=) ()

= 4

Donc S = 2.
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La famille (ﬁ)( i est & termes positifs, le calcul permettra de conclure quant a la sommabilité.
i) (N
Paquets classiques : (N*)? admet pour recouvrement disjoint, (I, )ne[[g +OO[[ ou I, = {(i,7) € (N*)?, i+ j =n}.
+oo “+o00
Z > = Z > = 2 sl =3 as(n—1).
wayet T i 2 yer, 2ger, T =2 n=2
Or, "n’31 ~ 7712’ TGSCV (Riemann avec o = 2 > 1), donc la somme est finie. Ainsi, la famille est sommable.
On obtient d’ailleurs S = ((2) — ((3).

Sommation par paquets : S =

> Somme de termes positifs, le calcul validera ou invalidera la sommabilité. De plus, le théoréme de
sommation par paquets avec le recouvrement disjoint de (N*)? classique ({(,5) € (N*)2, i+j = n})ne[2,+oo[ s applique :

—+o0

n—1
2 (p+q Z Z (p+9)? -2 e

(p,q)€(N*)? n=2p+q=n

car "T_Ql ~ % est le TG d’'une SATPDV.
> Comme ¥(p,q) € (N*)%, (p+¢)> =p* + ¢* +2pg > p* +¢°, on a iy > oy
Par croissance des sommes de familles de réels positifs, > s > > —L o = +00. Donc Y 1 DV.
. +q oo (PFa) p?+q
(p,q)€(N*)? (p,q)€(N*)?

La famille est & termes positifs, le calcul de la somme validera la sommabilité; et on peut faire le calcul
par sommation par paquets en utilisant le recouvrement de (N*)? : ({(i,j) € (N*)2, i < j},{(i,4) € (N*)?, i > j},{(i,j) €

(N")2, i =j}) -
1
5 = Z max (%, j)3

i,jEN*
& 1 1
-2t L Ft
i=1 1<i<y 1<j<i
=1 1
= Z = +2 — en effectuant le changement d’indice (i,j) — (j,i) dans la derniére somme.
=1 1<i<; /
+ooj—1 “+0o0o +oo |
Or, d’aprés le théoréme de Fubini positif : > & =3 L= =y
~ j Ly La g L 53 = 7®
1<i<y Jj=21i=1 j=2 =
+o00 +o0 +oo +oo
- 1 j—1 142(i—1 2 1
Ainsi, §= 3 h+2y =y U5 (2 - k).
=1 j=1 =1 =1
Comme %2 et %3 sont, des termes généraux de séries positives convergentes, la famille (7% - i%)ieN* est sommable donc on
+oo +oo
peut utiliser la linarité : S =2 5 — > .
i=1 i=1
Ce résultat étant fini, la famille est sommable.
(m)( i est & valeurs réelles positives, le calcul de la somme validera la sommabilité, et on fait
i,j)E(N*

donc le calcul en sommant par parquets via le recouvrement disjoint ({(,7) € (N*)?, i+ j = k}) e[z, 4oof :

1
S = X ij(i+j—1)

ijGN*

=ZZ

k= 27,]EN*
i+j=k

k—1

1
B Zk—1;z(k i)’

)

R VS 1 (S N
Or,DES:;ngl (i+ki):k<.2:1i+.2:lk
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Familles sommables

k=1 k=1 k-1 k-1
- 1 1 _ 2% 1
Or, en posant j = k ) > % Donc ) ) Tk > i On reprend la somme initiale :
= 1= 1= =

Et la famille est sommable.

8 - solution | > ai est une série & termes positifs, donc une majoration de la somme permet de valider la convergence
n

de la série.
Pour p € N*, on pose :

I,={neN" 10" <n<10Pet IkEN, n=ax} ={a,_1- 0o s Vke[0,p—1], o €[2,9] et a,—1 # 0}.

PP * 4 N . . o 1 1
(Ip)pen+ est un recouvrement disjoint de N*, donc par théoréme de sommation par paquets : S = % o= ZI:\T Z; o
neN* peEN* nel,

Or, pour p € N*, on a Vn € I,, n > 107! donc + = < Par croissance des sommes de réels positifs :

101’ 10p—1-
9\""!
S ZZ Opl\zlplz 210p1|1| Z(l()) <72 < 4o00.
peEN* nel, nel, peEN* pEN*

Donc L converge.
a
n

Notons, pour n € N*, u,, = Linﬂiﬂ\/ﬁj

+oo
En tant que somme de termes positifs, S = > u, existe dans [0, +oc].

n=1
On observe que si n+ 1 n’est pas le carré d'un entier, alors u,, = 0. On introduit alors [ = {k* — 1, k € [2, +oo[}. (I,N"\[)
est un recouvrement disjoint de N*, de sorte que le théoréme de sommation par paquets permet d’écrire :

S=u+ ¥ uﬂfznfz LVF] - VR 1 zkm

nel neN\I 5 =y nel
Or, ﬁ et %, TGSCV ; donc cette derniére somme est la somme d’une série convergente.
On peut la calculer en observant la limite des sommes partielles. DES : ﬁ = % (ﬁ — k%rl)
Pour N € [2,+oc[, par télescopage : Sy = kg:z =3 (1 +5 - N - ﬁ) Nawdl 3.
Bilan : S =<
> Pour z > 0, f(x) est définie dans [0, +00] et, par sommation par paquets :
oo (p+1)°—1 +o0 Foo

+oo
Z Z P = Z (2p+ 1)a? = 23021):61’_1 —&—Zﬂ’.
p=0 p=1 p=0

On en déduit que siz > 1, f(z) = 4ocetsiz € [0,1], f(z) = (137:;)2 + ﬁ = (11_+;)2.

7 /12



j.verliat.free.fr

> Le calcul précédent pour x € |—1,0[ est encore valable par sommabilité de la famille (™), en.

> Six < —1, la divergence grossiére de la série assure que f(x) n’est pas définie.

Bilan : f est deﬁnle sur |—1,1[ et f(x) = (11+;)2

S est une somme de réels positifs, elle existe dans RT.
“+oo

SPP : I, = {(p,q) e NxN*, p+¢*=n}, |I,] = |/n]. On trouve S = > M
n=1n(n+1)

SPP: J,={neN" [/n]=p}={neN' p><n<(p+1)?—1}. On trouve, par télescopage :

+o00 2
1 1 1 1 T
S = = ——— ) = —.
Zp( (p+1)2 ) ;(p p+1 (p+1)2> 6
12 - solution | Par positivité des familles concernées, on peut sommer en permutant les termes :

+oo 1 +a>1

> Z o(n) = n +00;
n=1 n=1
+o0 1 +o0 1

> X o T 2wz < T
n=1 n=1

Donc (%n)) n’est pas sommable et (ﬁ) est sommable.

13 - solution ) (z"1),cz est sommable ssi (Jz|"!),cz est sommable.

Somme & termes positifs, (Z~*, {0}, N") est un recouvrement disjoint de Z donc :

Sl =123 jaf

nez neN*

qui est finie ssi |z| < 1. Ainsi, (z/"!),cz est sommable ssi |z| < 1.

Supposons |z| < 1. Par le théoréme de sommation par paquets : > /"l =1+2 3 27 =1+ 2L = 3=z
nez neN*

14 - solution ) (u,p)m,pyer est sommable ssi (|unp|)(n,p)€1 est sommable

.. .- 10 foo play] 1 +o0

Fubini positif : Y fun,| = 5 3 7 = z bl ¥ () = zp|ap| = 3 lay| < +oo.

(n,p)el p=1n=p =1

Ainsi, la famille est sommable et on reprend exactement la méme demarche pour le calcul de la somme : > uy,, = a.
(n,p)el

15 - solution (%)neN* est une sous-famille non sommable de (2),c[0,1jng donc (2),e(0,1jng 1'est pas sommable.
16 - solution > Si|z| 21, |2[” 4 0 donc 3 |2|”° diverge. Donc la famille (2% );cn n’est pas sommable, et (2% );ez

i>0

a fortiori non plus.

> Silzl <1, S 27 =14+ S 127+ 3 |27 =142 5 2/, Or, pour i > 1,2 > i donc |z < |z[". Or, 3" |2 converge,
i€z i<0 i>0 >0
-2
donc Y |z]"" aussi. Donc la famille est sommable.
i>0
La famille est donc sommable ssi |z| < 1.

+oo . +oo ) +oo . 2

17 - solution ] Fubini positif, indices séparés : S = Y. |27 = Y |2]']z)Y = (Z |ZZ> <E |Z|J> = <Z |Z|Z) :

1,520 4,720 =0 0 =0
. Oo .
> Si|z] > 1, > |2|" diverge donc > |z|" = 400 et S = +oo.
i=0
Donc (2"7)(; jyen2 est sommable ssi |z| < 1.
18 - solutlon Fubini positif : § = > [z = Z Z (|z]* )
3,521 i=1j=

> Si|z| > 1, |2|° est le TG d’une série divergente donc Z (\z|1)J = 400, donc S = +oo.
i=1
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Familles sommables

TGSCV. Donc la famille est sommable.

+oo G i .
> Silzl <1, 3 (]2])’ = £ ~ itool2)f,
j=0

[]*

Ainsi, la famille est sommable ssi |z| < 1.

19 - solution ) Sous réserve de sommabilité de (fﬁ(k_&);)

, on peut écrire, d’aprés le théoréme de Fubini :
k

£ S EerE 1 e 1y S
= k(k+1) =~ — o kk+1) = on = \E Kkt — n? 12
Et la famille est bien sommable, puisqu’en reprenant les calculs sur les valeurs absolues :
+00 S~ +00 400 > 4
1@2@ k:(k;+1 ; Zk;k+1 Z Z( k:—|—1> ;ﬁ<+oo'
Sous réserve de sommabilité :
Sy Sy (e &y
+00
On repére j;l ji =((3)
3 - b @p 3030 TERy
On décompose classiquement (termes de rangs pairs et impairs) : foi ) +Oo’=11 +OO’=0 :
T T e 2 @iy
P = 5C(3) = (¢3) — §¢(3)) = —3¢(3)
Bref, § =~} (6(3) + 3¢) = ~K(®) |
Justifions la sommabilité. Zl Z:l ‘@ = %j ]% ZJ:l 1= %j ]% < +00, donc la famille est sommable et les calculs précédents
j=1i= =17 i= i=

sont rendus licites.

21 - solution

1. Soit (n,p) € Nx N*.

> Rédaction spé. IPP convergente en posant u(z) = j:rll et v(z) = (In(x))?, qui sont bien €* sur ]0,1] et telles
1 T n _
que u(x)v(z) - 0:any = |:7?+1 (In(z ))p]o - fo "y (In(z))?~" dz = — 57 an p—1. Récurrence élémentaire sur

!
p:any = (=P gpan0 = (1) o=

1
> Rédaction sup. On fait la méme chose sur fxm
on obtient le résultat.

"(In(x))P dz, avec X €]0,1[ fixé; puis en faisant tendre X vers 0,

T o pH1
2. > ajp =2 (—1)p% = (n+1)e~ (™ aprés avoir reconnu une somme de série exponentielle, ce qui justifie
p=0 p=0
oo too 1 n—1
son existence. Alors > Z - Z (e7h)
n=0p= n=1

> Rédaction spé. On repére alors une série géométrique dérivée de raison e~!

+oo +o0

2 ex1ste et vaut (1 = 1)2
n=0 p=0

> Rédaction sup. Ben...
exercice) ; ou par une étude de fonction.

Posons f(z) = 1_1"”:;“

(7L+1)1"+711"+1
(1—=z)

= Y 2. Fonction dérivable sur |—1, 1[, de dérivée f'(z) =

k=0

L converge et Z kx’“il

1%”2 quand n — 4o0. D’ott Y ka*~
k=1

Le terme de gauche admet pour limite T

3. Par ’absurde, si la famille (a

pas le cas...

) est sommable, la sous-famille (—) = (%)
(n,p)EN? @70/ neN " neN

avec |e’1| < 1, donc la somme

Faut prouver ce qui a été annoncé. On peut le faire avec un produit de Cauchy (vu en

1

= =

I’est aussi, ce qui n’est
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22 - solution 1. A partir du rang p + 1, Un,p est positif et wu,, =

n?—p? n—+oo M
comparaison de série & termes positifs, Y u,,, converge.
n=1
o _ 1 1
DES :sin #p, upp = 35 (Tp nﬂ)) Alors, si N > 2p :
N p—1 N
1 1 1 1
I I =) D N Gt
n=1 n=1 p p n:p—i—l p p
-1 2p—1 N— N+
=1l &H N 1 U1
k=1 —k k=p+1 k k=1 k k=2p+1 k
N+
_ 11 ol
= 5 .
p P n=N-—p+1 k
N+p 1 N+p 1
> % est une somme de 2p termes de limite nulle. p étant fixe, > & — 0
=N—p+1 =N—p+t1  N—too
N “+o0 3
Ainsi, 2p > up, — donc > u =
P ) n.p = Zp7-
n=1 N—=+4o00 2 n=1 4P
2. Commencons par calculer les deux sommes.
400 +o00
9 N .
> D’aprés la question 1: > >~ wy, = Z 7
p=1n=1
+o0o +o0 +oo +o0 400 400
> On observe que uy, , = —uy, ,, de sorte que > Z Upp= D, D Upn = D, D —Upp = —
n=1p= p=1ln=1 p=1n=1
précédente.
+00 +o00 +00 +00
On en déduit en particulier que > > upp # D D Upp.
n=1p=1 p=1n=1

La contraposée du théoréme de Fubini entraine que (un,p)(n p)E(N®

23 - solutlon On sait que (27)(; jyen+)2 est sommable. Sa somme vaut § = > Y (z%)) =

S = Z > x”—Zd

(1,5)€In

24 - solution ) A faire.
25 - solution 1. a € 1(Z,C), donc :

~ L. Or,

)2 n’est pas sommable.

2

—+o00 400 —+oo

2.

1=1j=1 =1
Par ailleurs, sommation par paquets I,, = {(i,5) € (N*)2, ij = n}, qui est de cardinal d(n) :

> 3 Jan| < Y |an| < 400 donc la série Y |a,| converge, et a fortiori a, My 0;

neN nez neN

“+o00

> 3 Jan| < Y |an| < 400 donc la série Y |a_,| converge, et a fortiori a,, — 0.

nez= nez neN

n——0oo

1

n2

xi

converge, donc par

2 .
T d’apres la question

1—x®"

On en déduit que (a,)nez est bornée. En outre, par symétrie des hypothéses faites sur a et b, toutes ces remarques

sont valables pour b. On peut donc introduire ||b|loc = inf{|b,|, n € Z}. On a Vn € Z, |b,| < ||b]] co-

Par inégalité triangulaire, on a alors : Vn € Z, |(a % b)n| < > |ak||bn—k]
neZ

< X agll|bllee < [[b]lscllalli < +oc. Donc
kEZ

(a * b), est un complexe bien défini en tant que somme d’une famille sommable.

Ensuite, on vérifie que axb € ¢*(Z,C) :

Z [(axb),| < Z Z |ak||bn—k| par inégalité triangulaire,

nez n€EZkEZ

< Z |a| Z |bn—k| d’aprés le théoréme de Fubini positif,

kez nez

< Z |a] Z |bp| par changement d’indice,
kEZ PEZ

< D lalblh
kEZ

< alluloll-
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Familles sommables

On a donc prouvé que axb € £*(Z,C) et |jax b1 < ||al/1]|b]1-
MP.

e = 1oy convient.

MP.

a appartient clairement & ¢!(Z,C). Supposons, par I’absurde que a soit inversible et notons b € ¢*(Z,C) son inverse.
Alors (a*b),, = b, — by_1.

> Pour n > 0, il vient b,, = by. Mais comme b est sommable, b, —+> 0 donc by = 0.
n—r—+00

A

> Pour n =0, il vient by —b_; =1, donc b—1 = 1.
> Pour n < 0, il vient b,, = b_1 =1 ce qui contredit la sommabilité de b.

Donc a n’est pas inversible.

400

26 - solution 1. ﬁ = > (n+1)a”
n=0
2. PAC : —L z S akpnk — Z at bt
n=0 k=0

n
27 - solution 1.0<u, =2""5% % <27t Or, 227" CV, donc Y u,, CV par critére de comparaison des séries
k

A termes positifs.

n
2. U, = k, 2,L =+ est le terme général du produit de Cauchy de %}: par > %, qui CV Abs (on retouve la CV Abs),
k=0

= 2 _1 2
donczz_:un— 1_%:28.

28 - solution ) Notons a, = n% u, est le terme général du produit de Cauchy de la série Y a,, par elle-méme. Comme

—+oo —+oo 2 —+oo
an > 0, on peut faire le calcul dans [0, +o00] : Y uy, = (Z an> . Ce résultat est fini ssi Y a, < 00, i.e. a> 1.
n=0 n=0 n=0

29 - solution | Notons S = e Z @ +713 —7- S est un réel puisque c’est la somme d’une série absolument convergente ;

I’autre membre de ’égalité aussi..
On observe alors pour S un produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes :

- o n! — (x+n)-n!

+oo n

= Zw en notant w, = Z ! (=D
" " (n—Fk)!'(z+k)- k!
n=0 k=0
- S ()5
— ! = r+k
S
—a(r+1)--(z+n)
aprés avoir montré, par récurrence : Vn € N, Vo € R\(—=N), Y (Z) (;3: = :I:(m+1)7-L-I<(93+n)'
> Absolue convergence par la régle de D’Alembert : | “21| = %M — |z] < 1 donc la série CV

Abs.
> Preuve de la formule par récurrence sur p.
<> Initialisation. Pour p = 0, la formule est évidente.
< Hérédité. Soit p € N*. Supposons Z ("+p 1)2
Or:

X nt 1
Montrons Zo (") = T
"=

<1—1z)p+1 - 1; (io ) (i_j <”+p >>
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Produit de deux séries Abs CV selon précédemment, donc le produit de Cauchy est défini, dont le terme général
se simplifie classiquement, :

WSS E () )0

D’ou le résultat.
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