MATH

Séries numeériques
Exercices

Nature d’une série numérique explicite

1 www

8 kv

Nature de la série de terme général e*=57,

(v +i)sin ()

Nature de la série de terme général

(n — 2i)In(n)

(2 wwewe 9 )
sin(n?) (9 %% ® CCinP PC )
n?

Nature de la série de terme général

Nature de la série de terme général exp(— In*(In(n))).

(3 #owr @ j 10 *%% & Q Mines-Ponts PC )

Nature de la série de terme général {/n + 1 — ¥/n.
11 *%*% @« ¥ CCinP PC |
nln(n)
n!

Nature de la série de terme général ————.
ncos?(n)

(4 Htee 9 )

Nature de la série de terme général 2(—1"",

Nature de la série de terme général

(5wt ¥ ) (12 #%s 9 )

n! n
1”1
Nature de > I1x3x---x(2n—1) Nature de la série de terme général w

(6 *%x ¢ )

(13 #%% ® Mines-Telecom MP 19 |

1 EERYD
Nature de la série de terme général ——. Nature de 3 i
) n+ (=1)"
7 feded (14 *#%#* O CCinP PSI 24 |
-1 1
Nature de la série de terme général In w . Nature de > cos (mn?In 1+ =) ).
n(n+1) n

(15 %%% CCinP PC )

n+1\"
Discuter selon les valeurs du parameétre réel o de la nature de la série de terme général (13) .
n

(16 *%% 4 CCinP PC )

,n(n) B " In(n)
peYE —letv, =(-1) ( 1+ WY —1].

Déterminer la nature des séries de termes généraux : u, = {/1 + (—1)

Nature d’une série numérique - Exercices abstraits

(17 swee 9 ]

Unp
1+u2

1. Montrer que, si Y u, converge, alors » v, converge.

Soit (u,) € (RT)N. On pose Vn € N, v,, =

2. Montrer que, si Y u, diverge et si (u,) est majorée, alors »_ v,, diverge.

3. Trouver un exemple de suite (u,) pour laquelle > u,, diverge et > v,, converge.

(18 %x%% ® Q )

J

On considére une série Y u,, convergente, et & termes positifs. Etudier la convergence de la série Y |/t Uz, .
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Nature d’une série numérique - TG non explicite

(19 *%* ¥ Centrale MP 15 |

Soit (uy,) la suite définie par ug € [0, 7] et Vn € N, w1 = 1 — cosuy,.

1. Montrer que (u,) converge vers 0.

2. Déterminer la nature de la série > u,,.

(20 **% ¥ Centrale PSI 177

1. Pour tout n € N, justifier qu’il existe un unique réel a,, tel que e* +na,, = 2.
2. Nature des séries > ap et Y (—1)"a, ?

3. limn(1 — nay).

(21 **x |
21 *kk |

a
Soit (@ )nen une suite positive. On pose ug > 0 et : Vn € N, uyiq = Uy + —.
Up,

1. Montrer que la suite u est bien définie et croissante.

2. Montrer que (u,) converge ssi Y a, converge.

Comparaison suite - série

(22 %% ¥ Mines-Ponts PC )

1. Régle de Raabe et Duhamel. Soit (u,)nen une suite strictement positive pour laquelle il existe deux constantes réelles
a et B telles que :

On pose Vn € N, v, = n®uy, et t,, = In(v,y1) — In(vy).

(a) Montrer que la série de terme général t,, converge.

(b) En déduire qu’il existe un constante A > 0 telle que u, ~ —.
n

n 1
2. Déterminer la nature de la série de terme général vn! [] sin (\/E)
k=1

Comparaison série - intégrale

(23 *#& ® |

3 1

Etudier la convergence de la série ) ——.
& 2 nZ+1

Déterminer un équivalent de son reste d’ordre n.

(24 ¥+ ¥ Séries de Bertrand |
1

neln®(n)’

1. Etudier la nature de " u, dans les cas suivants :
(a) a < 1 (et 8 quelconque); (b) a > 1 (et 8 quelconque); (c) a=1et 8 <0.
Désormais, on suppose a« =1 et § > 0.

On pose, pour n € N, n > 2 et (a, ) € R? : u,, =

2. A l'aide d’une comparaison série-intégrale, étudier la nature de > uy, dans le cas ou g = 1.

3. Adapter la méthode précédente pour obtenir la nature de > u,, dans le cas out f € RT*\{1}.
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Séries numériques

Calcul de la somme d’une série convergente

(25 e @ )

(28 #wexr 9 )

+o00 1)2
Aprés avoir justifier existence, calculer : > (n%)
n=0 .
(26 *%#* ® ¥ CCinP PC )
too 2 1
Existence et calcul de ngl 712(2711)2

(27 %% ® & 9 )

1. Justifier que >, —— et > \/—nﬁ convergent.

2n+1 2
T 14 1-2
2. En déduire Dexistence de : > + n2:+1 \F
n=0

3. Calculer cette somme.

(20 xx%x ® |

Existence et signe de Jrf:O =8 Existence et calcul de -io (=)"
_ 7% < _=Dt
g =0 (2n)lvn+1 n+ (=)
(30 *#¥ =« 9 )
no1
On consideére la suite (H,,),>1 définie par : Yn € N*, H, = T
k=1

1. Montrer : Vn > 2, H, — 1 < In(n) < H,—1.
. En déduire que ( n) diverge, et que la suite (up),>1 définie par u,, = H, —

On note ~y cette limite, que ’on appelle constante d’Euler.

In(n) converge.

3. En déduire : H, e In(n) + v+ o(1).
+oo 1

4. Existence et calcul de ), ——.
n=1 n(zn - 1)

31 ko

Vvn+ayvn+ 1+ by/n + 2. Montrer qu’il existe un unique couple (a,b), & déterminer, tel que

Soit (a,b) € R%. On pose u, =

+oo
la série de terme général u,, converge, puis calculer > w,,.
n=0

(32 vt )
(32 *ww

1. Montrer que, pour tout n € N : Arctan(n + 1) — Arctan(n) = Arctan <

v
n24+n+1)

(33 *%#% & © St Cyr MP 23 |

Pour tout n € N*, on note r,, le reste de la division euclidienne de n par 5.

1
n2+n+1)
—+oo
2. En déduire existence et la valeur de > Arctan
n=0

1. Montrer que la série >

—"  converge.
n>1 n(n JF 1)

- 21 k(k+1) ° Z kT
Pour tout n € N*, déterminer une écriture de S5, en fonct on de termes de la suite (Hp)pen=.

+oo
3. En déduire la valeur de S, — " .
n=in(n+1)

2. On pose, pour tout n € N*, S,

Reste

(34 **% O )

|

n:

Posons, pour tout n € N, u, = —.
n

1. Convergence de la série de terme général u,,.

U 1
2. Justifier qu’il existe un entier naturel N tel que, pour tout n € N tel que n > N, on a —ndl < 3 et en déduire que
U
400 n
> ug < U
k=n-+1
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(35 %w3 ¥ CCinP PC )

T ()M
Pour n € N, on pose u,, = 3.

k=n+1 \/E

1. Montrer que la suite (uy)nen est bien définie et tend vers 0.

_1)»
2. Soit v, = (=1) up. Nature de > v, 7
n n>=1
1) n (-1 k+1
3. Soit w, = (=) > (=1 . Nature de > w,?

nok

T VE n>1
o 1 n (_l)k-l‘l
4. Donner la limite quand n — 400 de — ), ~———.

n k=1 \/E

En route pour la spé

(36 *%x ¥ |

N S=% (=1
ommons = .
n=0 2n + 1

1. Justifier que la série mise en jeu est bien convergente.

+ 7, ou 1, est une

P (—1)" 1 dt
a Paide d’ intégral t
a laide d’une intégrale, montrer que fo T

1
2. Soit p € N. E i t =
oit p n expriman 1 P

intégrale a expliciter.

3. En déduire la valeur de S.

[ 37 %%* ¥ Adaptation écrit CCinP MP 15]

On définit, pour n entier naturel non nul et pour x € R, f,,(7) = e "% —2¢~2"2,

n=1

+oo +
1. On cherche & donner un sens 4 l’expression ( . OQfn(:z:) dx).

X
(a) Soit (n,X) € N* x RT™*. Calculer I,,(X) = jo fulz) dz.

(b) Soit n € N*. Justifer que la fonction I, ainsi définie admet une limite ¢,,, & déterminer, quand X tend vers +oo.

+oo
(c) Justifier que la série de terme général ¢,, converge et calculer £ = " ¢,,.
n=1

+oo [ too
2. On cherche a présent & donner un sens a ’expression jo ( > fn(x)> dz.
n=1
+o0
(a) Soit = € R™. Montrer que la série de terme général f,(x) converge et calculer S(z) = 3. fn(z).
n=1

b's
(b) Soit X € R™. Calculer I(X) = jo S(z) dz.

(c) Montrer que la fonction I ainsi définie admet une limite ¢'; & déterminer, quand X tend vers +oc.

Indications Trouver un équivalent de n®In (%) et distinguer les

cassa=1,a>1 a<l.

@ Calculer la limite de v/n exp(— In?(In(n))).
Astuce 1 : former un DL3 de u, et v,. Astuce 2 : CSSA,

Idée 1. Formule de Stirling et régle de Riemann. Idée 2. | monotonie par étude de fonction.

n

z
N ) ; 1
Regle de d’Alembert. Idée 3. uy est « proche » de T i < 5(1‘" Usm).

Le CSSA ne s’applique pas! Utiliser plutot un déve- 1. Suite un+1 = f(un). 2. Critére de D’Alembert.
loppement asymptotique...
1. Th de la bijection. 2. a, ~7 3. Développement asymp-

DL. totique de an,.
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Séries numériques

2n+1=(n+1)? -

Signe : S = S1 4+ R; et utiliser 'encadrement du reste pour
une série alternée.

N1 vV -2
3. Somme partielle : Sy = 37 5= + Z n+n+1 f
n=0 2 n=0 2

puis télescopage.

Sommes partielles de rang pair et impair; grouper les
termes consécutifs ; utiliser le développement asymptotique de la
série harmonique.

2N 1
=X e

HMZ

1
n
. . . L. 1
Développement asymptotique de u, a la précision 73
n

@ 2. Scinder la somme en 5 sommes selon la valeur de ri et
appliquer des DES. 3. Voir la question 2 comme la limite d’une
suite extraite.

. T2 (Lqyk+1
2. Bonus du CSSA. 3. Utiliser £ = 3 —

k=1
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Solutions
el = e 37 (e7P)" est une série géométrique convergente car |e ™ | < 1.

- sin(n?)
A fortiori, Y = 5~ CV.

sin(n?) _Or CV.P sin(n?) A
—r Z ar critére de comparaison & une série & termes positifs, = 5= CV Abs.

ﬁ%n) > % Or, % est une SATP DV ; par critére de comparaison des séries a termes positifs, >
DV.

2(=D"n £, 0 donc la série DV (G).

1
n cos?(n)

- solution osons, pour n € N, u,, = ——"-—.Ona: |2 | = — aprés le théoréme de ember
5 - solution ) P N @y O fatl) = el 0. D le the¢ de D’Alembert,
> u, CV.

> [dée 1. Stirling. (2) = (’21;! ~ \{1—7}?, TG d’une série CV. Par critére de comparaison des séries a

termes positifs, la série CV.
> [dée 2. Majorer. (2:) = @2n)@2n— 2) X4x2 (2n— 1)(2” 3) X3x1 > 2", donc 0 < u, < (%) Or, |2| < 1donc (%) CV.

n.
Par critére de comparaison des séries & termes pos1t1fs la série CV

9 Un _ n+1
> Idée 3. D’Alembert. | = | = 57005 e 1 <1, donc Y u, CV.
In (%) In (1+ n(n+1) )~ nzlnfl) 1 TG d’une série & termes positifs DV. Par critére des séries

—0
a termes positifs, la série diverge.

1
il ~ 35 ~ b = O (). Comme § > 1, 5 o OV,

Par critére de comparaison des séries & termes positifs, Y u, CV Abs donc CV.

Observons /nexp(—In*(In(n))) = exp (4 In(n) — In*(In(n))).

En posant X = In(n) — 400, on a 3 In(n) — In*(In(n)) = X — In*(X) — +oc par croissances comparées.
Par composition, /n exp(—In?(In(n))) — +oco. Donc \/ﬁexp(—th(ln(n))) — 0.

En d’autres termes, ﬁ = o (exp(— 1n2(ln(n)))). Or, Y ﬁ DV, donc 3~ exp(—In*(In(n))) DV, par comparaison de séries a
termes positifs.

YAFT = = (e 100 =t/ =l ()17 = 1) = o5 (et 1),
Or :

In(n)
> e n ~ 1

>ln(1+l) f—&—o( ) donclln(1—|— )—nz—i—o(%).
Avec le DL usuel de ’exponentielle en 0 : e» (1) 1 = % +o0 (#), soit en m(1+%) 1~ L.

n2

Ainsi, Yn+1— {/n~ F' Par comparaison des séries a termes positifs, la série converge.

11 - solution ) On propose trois stratégies.

-Q_
= J
Formule de Stirling et régle de Riemann.
Stirling : nQ"m(n) ~ \/%exp (2In(n) + In*(n) — nln(n) +n). Or, 2In(n) + In*(n ) —nln(n) +n ~ —nln(n) — —oo, donc

n*u, — 0. Ainsi, u, = 0 (75). Comme Y - converge, il en est de méme de Y 2

termes positifs.
L

=

par critére de comparaison de séries &

Reégle de d’Alembert.
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Séries numériques

u,, ne s’annule jamais donc on peut calculer : “2t = (”T'H)ln(n) (n+ 1)1“(1+%)*1 — 0. De fait, > u, CV.

‘o

=

Se rapprocher de I'expression ;.

.. R In(n) 1112('n.) n
< 1, et a fortiori In*(n) < n. D’ou : - = < &

n! n!
Or, > %T: CV (série exponentlelle de paramétre e). Par comparaison de séries a termes positifs, > ”m(") CV

12 - solution 1n7(1 ") est le terme général d’une suite positive, décroissante et tendant vers 0. Donc Y %(") est une

série alternée qui vérifie le CSSA, ce qui entraine qu’elle converge.

U 0N (140 (3) = S 40 () TGSCY,
(18- solution) DLy 1n(2) = 2 gh ok — b + 0 (). Donc

cos(mzln(ui» . COS( ﬂ+?m+0(nl ))
= <—1>%m(3 +0<nl>>

- o).

On observe un terme général d’une série convergente par linéarité (le premier reléve du critére spécial, le second des séries
de Riemann).

n(’t
15 - solution | u, = (Z—ié) = exp (n"‘ In (Z—E)) Notons v,, = n%In (”ié) =n%In (1 — %H) ~ —2no L

> Sia=1,v, = —2, donc u,, — e~2 # 0, donc >_ u,, DV grossiérement.

In? (n)

Par croissances comparées, n” (") — 0. Donc APCR,

> Sia<1,v, —0,donc u, — 1#0, donc > u,, DV grossiérement également.

> Sia>1, n?u, =exp (2In(n) +v,), et 2ln( ) = o(vy,) par croissances comparées. Donc 21In(n) + v, ~ v, — —00 puis
n?u, — 0. Ainsi, u, = o (nl ) Comme Y~ L CV, il en est de méme de > u,, par critére de comparaison des séries a
termes positifs.

16 - solution | On forme les développements asymptotiques :
n(n nn®(n n®(n
> o = J-UP R - L LI o (),
nIn(n In?(n In”(n n®(n

> Un = %(_1) ! nz(/s) - %(_1)n n4(/5) + 116( 1)n n"(/ ) to (nﬁi(/”))

Or, (%—7}) est décroissante APCR (étude de fonction) et tend vers 0. D’aprés le CSSA, 3 %(—1)”1::2(73 CV.
In®(n) _ 1 1 1 nIn(n) In®(n) L, . .

De plus, 255 = 0 (—17m) et 3 i CV, done 15(—1)"=57" et o ( 557> ) sont les TG de séries qui CV Abs.

n2

Enfin, wn = %ln (") est le TG d’une série qui CV (CSSA comme au premier point) mais qui ne CV pas Abs (n/5w, — +oo,

donc W = o(wy,)).
Bilan : > u, DV et > v, CV.

17 - solution 1. Si > u, converge, comme 0 < v, < uy,, y_ v, converge par théoréme de comparaison des séries a

termes positifs.

2. Si ) up diverge et si (u,) est bornée, alors 3B € R, |u,| < B, donc v, > % donc ) v, diverge par le méme
théoréme.

3. (un) = (n?) et (u

Mais pas (uy,)

n) = (2™) conviennent.
(n)... Question subsidiaire : caractériser les suites (u,) pour lesquelles > u, DV et > v, CV.

18 - solution > (Commencons par montrer que »  ug, CV, a 'aide des sommes partielles de cette série.

Comme > u, CV, la suite de ses sommes partielles est majorée, par la somme S de la série par exemple.

Notons alors Sy = Y ug, < Z ur < S. Donc la suite des sommes partielles de la série > us,, qui est a termes
k=0
positif, est majorée, ce qui permet d’affirmer que Y ug, CV.
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> On a \/unuz, < 5(up+uszy,). Par linéarité, §(u, +us,) est le TG d’une série CV. Par critére de convergence des séries

A termes positifs, il en est donc de méme de \/u, usa,-

19 - solution 1. [0, 7] est stable par 1 — cos, donc la suite est bien définie & valeurs dans [0, 7]. 1 — cos croit sur |

(sa dérivée est sin), donc (u,) est monotone. 1 — cos < Idpg 5 donc uy < ug et (u,,) décroit ; étant minorée par 0,

converge.

@

Un)

2
2. Le seul point fixe de 1 — cos sur [0, 7] est 0, donc w,, — 0. Alors ;41 ~ UT", et % — 0 : le critére de D’Alembert

s’applique.

20 - solution 1. Posons f, : © — e® +nx — 2. Par OA, f, est dérivable sur R et f/(x) = e"+n > 0 donc f, est

strictement croissante sur R. f,,(0) = -2 <0, f,(1) =n+e—2 > 0.
> Six <0, fr(z) < f,(0) <0, donc f,, ne s’annule pas sur R™.
> Siz > 1, fu(x) = fn(1) > 0 donc f, ne s’annule pas non plus sur [1, +oo[.

> Sur ]0,1[, f,, est continue et strictement décroissante, elle réalise une bijection de ]0,1[ sur | — 2,n + e —2[, qui

contient 0. Donc f,, s’annule exactement une fois sur |0, 1].
Bilan : I’équation admet une unique solution réelle a,, sur R, qui se trouve étre dans ]0, 1[.

2. fn (%) =el/" 1 >0donc 0<a, < %, donc a,, — 0. De fait, na, =2 — e — 1, donc a, ~ % Donc > a, DV.

fori(an) =e* +na, — 24 a, = ap = 0 = fry1(ans1). Par stricte croissance de fp,41, an = any1 donc (a,) décroit

vers 0. CSSA : > (-1)"a, CV.
3. na, =2—¢e* =1-a, +o(a,) = —|— 0( ) Ainsi, 1 — ~ % limn(1l — na,) = 1.

21 - solution 1. Par récurrence, u est bien définie dans RT*. Et donc u est croissante.

1

2. Si u,, — £, alors £ > 0. Donc n % > 0. APCR, u% > i, donc apy1 —a, = &= > ian. Télescopage :

Un

an —ag > o5 Nil a,. Série positive majorée donc CV.
n=0 N1
Uy = Ug > 0, donc i < %, donc up41 — up = Z—Z < u%an' Télescopage : uy — ug < u—lo HZO an : u est une suite
croissante majorée donc CV.
1. (a) t,=In (%) :aln(l—k%)—kln(u":l).
> DLy(0) : In(1+2) =2 — §+o(x2). Comme = —0,onaaln(1+1)=2—2 40(2%).

> Avec le meme DL au méme ordre (a l'ordre 1, le terme en 1/n? n’est pas correct), rendu licite par le fait que

St +0( )%0

In < Un41 >
U,

n2

(-5 o (i)

Il
/I\\
S|e
3[0@
N——
|
NN
/T\
3L
+
SM‘Q
N———

[\v)
+
N
ol
N———

I
|
|2
Jr
O
sy
|
Q
[V}
_|_
S
/‘\\
~

Doil t,, = 28=e=a 4 0(5z). Or, 3 - CV, donc Y 2—0i—0 ,ussi et > o (;z) aussi. Par linéarité, Y ¢, CV.

2n?2 2n2

(b) Par comparalson suite-série, la suite (In(v,,)) converge vers un certain réel £. Donc v,, — A = e > 0 puis u,, ~

nT.
2. mil =1 — &+ 155 +0(-%). Selon la question 1, il existe A > 0 tel que u,, ~ ﬁ. De fait, > u, DV.
23 - solution n%ﬂ ~ # tgscv.
€T ﬁ est décroissante positive sur R™, CSI :
fn+1 dx P 1 < (" dx
no 1T+22 " 1+4n2  Jno11422
Sommation, calcul :
g — Arctan(N + 1) < Ry < 5 — Arctan(NV).
Or, § — Arctan(N ) = Arctan (%) ~ +. Ainsi, les deux membres extrémes de I'encadrement précédent sont tous deux
équivalents & ~. D’aprés le théoréme des gendarmes appliqué aux équivalents, on a Ry ~ %
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Séries numériques

24 - solution 1. (a) nu, = 13;% oy +00, donc £ =0 (u,). Or, > 1 DV et u,, > 0, donc d’apreés les critéres de
n—-+0oQo

comparaison des séries, > u, DV,

14+« A LN
(b) n7z u, = % — 0, donc u, = o (#) Comme HTC“ > 1, le méme critére permet d’affirmer que
n- 2 Inf(n) n—+o0 n 2
>y CV

(¢) up = - or, Z DV, donc par critére de comparaison des séries & termes positifs, > u,, DV.

'z ) = 1;1;(&)) < 0 sur [2, +o0[ donc f est décroissante.

Immeédiat avec un dessin (f est décroissante pos1t1ve)

f = [n(n(z))5* = In(In(N + 1)) — In(In(3)) — +oc.

N
De fait, ) u, — +o00, donc ) u, DV.
n=3
3. Soit f € RT™\{1}. On pose de méme f5(z) = m f est décroissante positive sur [3,4o0[, on a donc le méme
N+1
encadrement. Par sommation terme a terme : f3 fa < Z Uy < L f3, soit :
=3
1 1— — —

— (m" PN 41 (3) < 7\7(116N—1152>.
g (P - zuL 5 (P )

1-5
> Si g > 1, ﬁ (lnlfﬁ(N) - 1n175(2)> — IHB# On en conclut que la suite des sommes partielles est bornée,

donc > u, CV (série & termes positifs).
N
> Si 5 €l0,1], = ﬁ (ln1 AN +1) —In'~ 5(3)) — +00. De fait, nzgun — 400, donc > u, DV.
Remarque. On peut noter le résultat final : la série de Bertrand W CVssia>1ou(a=1etf>1).

Reégle de D’Alembert :

On écrit (n+1)2=n(n—1)+3n+1. 5= Z © _2),+3Z e+ Z a=oe

Un+1
un

_ _n+42 1 -
= a1 ~ ne — 0, donc la série converge.

N N
26 - solution ) Soit N € N* : 21 % = 21 (# - ﬁ) =1- ﬁ — 1. Par définition, la série de terme
n= n=

—+o0
A 2n+1 . 2n+1 _
général =y (rpTyz converge ef sa somme vaut : 21 T = 1
e

27 - solution > Convergence. u, = ﬁ:ﬁ'

<& Regle de d’Alembert. |“2+1| = (2n+2)8(2v::_11)\/m — 0 donc la série CV Abs, donc CV.
< CSSA. Up = (_1)n|un‘: avec Iun‘ = (Qn)?\r}m ‘llb;::|1| = (2n+2i2:I1)m 1 dés que n = 1 donc la suite (\un|)

décroit vers 0 a partir du rang 1. Donc la série converge.

> Signe. Notons respectivement S, Sy et Ry la somme, la somme partielle de rang N et le reste d’ordre N de la série
précédente (partant de n = 0). Pour N =1: S5 = 51 + Ry avec S; = 1 — 2v/2 et Ry, reste d’une série vérifiant le
CSSA (& partir du rang 1), est du signe de up = 3\f = 5V3 > 0 avec |Ry| < §v/3. Ainsi 0 < Ry < §v/3. Alors

1—2\@<S<1—2\/§+%\/§.OnendéduitqueS<0pu1sque1—2f+3f<O.Eneffet.
8
1—2¢§+§\/§<0 = 9+8V3<18V2 <= 81+ 192+ 144V3 < 648 += 1443 < 375 < 483 < 175

ce qui est immeédiat puisque v/3 < 2.
> Attention auz mauvaises argumentations.

< D’aprés le CSSA, S est du signe de son premier terme ug = 1 > 0. Fauzx puisque le CSSA ne s’applique qu’a partir
du rang 1.

9/11



j.verliat.free.fr

$ S =wug+ Ry et Ry est la somme d’une série alternée qui vérifie le CSSA, donc elle est du signe de son premier
terme, qui vaut —2v/2. Jusque la, pas d’erreur ; mais on ne peut pas controler le signe de « 1+ un nombre négatif ».

28 - solution L >y =1 (%)n converge en tant que série géométrique (et par linéarité) avec |3| < 1.

> En notant u,, = ‘QC, ona: [t = 3%1 ~ % ~ 1 — 1 < 1. D’aprés la régle de D’Alembert, > u, CV.

+oo
2. Par linéarité et la question 1, > Iy ZLI 2/ _ =3 2“1 +> Vfofll -3 2—‘/,? CV, donc Lrvntl=2vn W existe en tant
n=0

que somme d’une série CV.

3.SiNeN, Sy = Z 2n+1+z (ﬁ f>—>1 Donc Z HVZLIQ‘F

n=0 n=
29 - solution > Up = ns:(i):ﬁ = (le)n H_(l,l)n = (jll)n — n% +o (#), somme de trois TGSCV, donc par linéarité,
> u, CV. !
N
> Notons Sy = > up-
n=2
IN+1 N N
& Sony1 = Z Up = Y (Uog + Ugkt1) = D, (2k+1 — i) = Hony1 — 1 — Hy en notant Hy la somme partielle

k=1 k=1
de la série harmomque de rang N.

Classiquement : Hy = In(N) + v + o(1).
D’ou Soyy1 =In(2N +1) — 1 —1In(N) + 0( ) In(2) —1+4o0(1) = In(2) — 1.
) —

< De plus SQN = S2N+1 — U2N+1 — 111(2

( )

+oo
On en déduit que Sy — In(2) — 1, donc Z W

L cst
4DES: I —-=_2__1

=In(2) — 1.

n N
=1
Ainsi Sy = 2(Hay — Hy) = 21n(2) + o(1) — 21n(2).

(31 - solution ) u, = v (1+ay/1+ 2 4+b,/14+2) = (@+b+1)va+ (§+b) & = (£ +5) 7= +0().
Ainsi, Y u, CVssia+b+1=0et §+b=0,soita=—2etb=1.

N N N
Dans ce cas, Y u, = > (Vn—+vn+1) — Z(\/n+1—\/n+2) VN+2—-yN+1-1— —1.

n=0 nO n=0

—+00
Par définition, il vient : > u, = —

1. Soit n € N. Posons § = Arctan(p + 1) — Arctan(p) € [0, 5 [.

On a tanf = y donc : Arctan(p 4+ 1) — Arctan(p) = Arctan (

1 1
1+p(p+1 p2+p+1)'

2. Somme partielle, télescopage : Sy = Arctan(N + 1) — Arctan(0) — 7.

—+oo
Donc la série de terme général Arctan (m) CV et Zo Arctan (m) =Z.
n=

1. (rn) €[0,9]"" est bornée, de sorte que wony = O (%), TGSCV.
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Séries numériques

2. Sommation par paquets (finis) :

T5k+4

M:

S5n =

T5k T5k+1 T5k+2 T5k+3
55k + 1) +Z Gkt )5k 1 2) +kzo 5k +2)(5k +3) +Z )5k + 4) +kz

k=1
n—1 1 n—1 9 n—1 —
- Z(5k+1)(5k+2)+Z(5k+2)(5k+3 *Z 5k+3( Z G5k 1 4)( 5k+5)

k=0

(]

n—1 1 1 n—1 1 1 1 1 1 n—1
— L Y P (. 3 - 43 (L -
(5k+1 5k+2>+ kz_o<5k+2 5k+3)+ 1;)(5k+3 5k:+4>+ kz_(]<5k+4

k=0
n—1 n—1
1 1 1 1 1 1
= _5
kz_%(%—i—l+5k+2+5k+3+5k+4+5k+5> ];5k+5
= H5n_Hn-

3. On sait que H,, = In(n) + v + o(1), donc Sy, = In(5n) — In(n) 4+ o(1) = In(5) + o(1) = In(5). Comme on sait par
n—-—+0oQ

ailleurs que la série CV, on sait que (S,,) converge vers une certaine valeur réelle ¢. Or, (Ss,,) est une sous-suite de

—+o0

(Sy) donc Ss, 57 (. Par unicité de la limite, £ = In(5) d’ou ) —T2oo = In(5).
n—-+oo n=1

(n+1)
34 - solution 1. Reégle de D’Alembert :

Un+1

— % < 1 donc la série converge.

"y _nn—1_, 321 2

Autre possibilité : ¥n € N\{0,1}, 0 < u,, = %”T -

Un41 1 1
2 8=k ot
3. L < i donc 3N € N; Vn > N, “ntL g%
4. Vn = N, tpyp < up (%) puis Vn N :

+oo +oo Ik—n
R, = Z ug < Up Z (5) = Un-
k=n+1 k=n-+1

L CssA.

2. CSSA : |uy| < . Donc [va] < 157, TGSCV.

3. Notons ¢ = Z = i/)gﬂ W, = #Z — #un TGSCV.
k=1

4. 0.

L TS84,

1

1+

1 P n P 1 1P 22 1 dt
1 — 2n (=1 — _1\n 2n — _+2\n — 1-(=t%) —
2. iy =] " dt. Ona XS = XD f = | 3 (o) at fo et = |

1
posé 1, = (—1)p+1f szz dt.

\rp|<ft2pdt s —0donc § = j & =1

L (a) L(X) = [ (e —2e72) da = [ 2 e X - [ Lem2na] ¥ = L (20

(b) Comme n € N*, on a directement ¢,, = 0 par opéarations algébriques sur les limites.

+oo
(c¢) La série > ¢, est la série nulle. Elle converge évidemment et £ = > 0 =0.
n=1

2. (a) Comme 2 € R™ ona 0 <e® < 1,donc > e ™ = 3 (e ®)" converge. Avec le méme argument, > e~

converge. Par stabilité par combinaison linéaire de la convergence d’une série, > f,, converge.

. +o0 o =27
Puis : S(z) = zl( )" _ 9 z (e72)" = &5 - 201 = 5 - = = =

n=

X e Y ¢ _
(b) I(X) = fo shy de= fo e dr=[-ln(l+e )y =) ~In(1+eX).
(c¢) Par composition, I(X) N In(2) donc ¢ = In(2).
— 400

Remarque : on constate que £ # (... !

—e€

5k +5

< (5k + 4)(5k + 5)

)

+ rp en ayant

),

2nx
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