Espaces préhilbertiens
Exercices

MATH

Produit scalaire

1 Sewesw
+oo
Pour tous P = (a;)ien, @ = (bi)ien € R[X], on pose (P,Q) = >_ a;b;.
i=0

Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur R[X].

(2 %%« ¥ ENSEA/ENSIIE PC 14

Soient p,n € N*. On considére un espace euclidien (E, (-,-)) de dimension n et une famille (u;)1<i<;, de vecteurs de E telle
que : V(Z,]) € HLP}]) { #]a <uiauj> = -1
Pour (u,v) € E? et (z,y) € R?, on pose ((u, ), (v,y)) = (u,v) + zy.

1. Montrer que {(-,-)) est un produit scalaire sur E x R.

2. Que peut-on dire de la famille ((u;,1))1<i<p ? En déduire une inégalité entre p et n + 1.

(3 *%%

Soient (E, (-, -)) un espace euclidien de dimension n > 2 et a un vecteur unitaire. Donner une condition nécessaire et suffisante
sur le réel a pour qu’en posant p(z,y) = (z,a) (y,a) + a (x,y), on définisse un produit scalaire sur E.

(4 *%#% ® ¥ CCinP+ PC 21 |
Pour (P,Q) € (R[X])?, on pose (P, Q) = IOIPQ.
1. Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur R[X].
2. Calculer, pour tout n € N, la norme de P, = /n(1 — X)™.
3. Montrer qu’il n’existe pas de polynéme T € R[X] tel que VP € R[X], (T, P) = P(0).
4

* %% Théoréme de représentation de Riesz.
Montrer qu'’il existe un unique polynéme 7' € R,,[X] tel que VP € R, [X], (T, P) = P(0).

Etablir une inégalité

(5 %t ® v |

0 1 ! 2
Montrer que : Vf € ([0, 1], R), (Io tf(t) dt) < t(f(t))” dt.

5()

(6 “%x ® % |

n n 1
Montrer que, pour tout (z;)1<ign € (R+*)n : <Z :m) <Z > > n2.
i=1

i=1 Ti

(7 vt ® )

b b1
Pour toute fonction f continue et strictement positive sur [a, b], on pose ¢(f) = <L f) <L f)

Montrer que £(f) > (b— a)? et étudier le cas d’égalité.

(8 %% ® ¥ |

n 2 n
1. Montrer que, si x1,...,7, € R, (E@) <n Y 2l
i=1 j
1+ T =0

2. Reé 1 0 '] e "
Résoudre le systéme d’inconnue (z1,...,z,) € R { P24 tak=n
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[9 *%x¥ ® St Cyr MP 23]

On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit (ey, ..., e,) une base orthonormée de R" et (f1,..., f,) une famille
1
de vecteurs telle que Vk € [1,n], || fx — ekl < —=-
q [L,n], || fr — exll NG

1. Montrer que (fi,..., fn) est une base de R".

2. Montrer que le résultat précédent serait en défaut avec la seule hypothése Vk € [1,n], || fr — ex| <

Bl

(10 *#% ® TPE-EIVP PC 18 |
Pour A, B € .4 ,(R), on pose ®(A, B) = Tr(ATB), ot AT désigne la transposée de la matrice A.
1. Montrer que ® est un produit scalaire sur .#,(R); on note || - || la norme associée.
2. Montrer que : VA, B € .#,(R), ||[AB| < ||A]/||B]].

(11 **% ® O )
1 11
Montrer que, si f est de classe € sur [0, 1] a valeurs réelles et nulle en 0, alors fo f2(t) dt < §fo () dt.

[ 12 Kok @ Mines-Ponts MP 21 |
. 1—a 1, 1
Soit f € €([0,1],R) telle que Vz € o,1],f f> fof >3

(13 ### ® CCinP MP 21 |
Pour A, B € .# ,(R), on pose (A, B) = Tr(A" B).
1. Montrer que (-,-) définit un produit scalaire sur .4, (R).
2. Montrer que : VA € .#,(R), (Tr(4))> < nTr(AT A).
3. Montrer que : VA, B € O,(R), Tr(ATB) < n
4. Soient A, B € .#,,(R). Montrer que VX € .#,(R), Tr(AX) = Tr(BX) ssi A= B.
5. ¥ Soient A, B € S,,(R). Montrer que Tr((AB)?) < Tr(A?B?).

Projeté orthogonal, distance

(14 +c¥¥ Mines-Telecom MP 21 )
On munit E = €°([0,7],R) du produit scalaire Vf,g € E, (f|g) = f fg.
Déterminer le projeté orthogonal de x — xz sur {f € E, f" 4+ f =

(15 wovwe ® )
/ /
Pour A = <Z Z) et B = (Z, Z,) dans .#5(R), on pose (A, B) = aa’ + bV’ + ¢’ + dd'.

1. Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur .#s(R).

2. Calculer la distance de (_11 (2)) au sous-espace vectoriel de .#/3(R) des matrices triangulaires supérieures.

(16 *s%x ¥ CCinP MP 23 )

Soit E ’espace vectoriel des fonctlons continues et 2m-périodiques de R dans R.
Pour f,g € E, on pose (f|g) = 5 f fg.
i

1. Montrer que (f,g) — (f|g) définit un produit scalaire sur E.

2. Déterminer le projeté orthogonal de la fonction u : x — sin® (z) sur le sous-espace vectoriel engendré par a = cos et
b:x— cos(2x).

(17 *%% # ® ¥ Mines-Ponts PC 18 )

1
Justifier existence et déterminer la valeur de la borne inférieure de {f 1(753 — (at®> + bt +¢))? dt, a,b,c € R}.
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Espaces préhilbertiens

(18 *##% ® |

Soit A € A ,(R) dont le coefficient de place (i, j) est noté [A]; ;. Calculer inf > ([Shiy — [A)i)*
5eSn(R) 1<i,j<n

(19 *%¥% ® ¥ CCinP PSI 21 |
Soit n € N*. On pose, pour P,Q € R,,[X], (P,Q) = > P*(1)Q")(1).
k=0

1. Montrer que l’application (P, Q) — (P, Q) définit un produit scalaire sur R, [X].
2. Montrer que 'ensemble F = {P € R, [X], P(1) = 0} est un sous-espace vectoriel de R,,[X] et donner sa dimension.
3. Calculer la distance d(1, E).

Orthogonalité

(20 #wete 9 |
Soient ' un espace euclidien et F, G deux sev de E. Montrer que :

1. FCG < G+ cr+,

2. (F+G)r=FtnaGt;

3. FL + G+ = (FnG)*.

(21 %%+# ¥ CCinP PSI 18 ]
Pour A, B € .#,(R), on pose (A, B) = Tr(ATB), ot AT désigne la transposée de la matrice A.

1. Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur .#,(R).

2. Montrer que S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux dans .# ,,(R).

3. Déterminer I’orthogonal de ’ensemble D,,(R) des matrices diagonales de .#,,(R).

(22 %% ® ¢ |

J
T
Soit E = €2([0,1],R). Pour tout (f,g) € E?, on pose (f,g) = -[0 (ft)gt) + f'(t)g'(t)) dt.
1. Montrer que ’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

2. Soit F={f€kE, f(0)=f(1)=0}et G={f€E, f/= f}. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels
orthogonaux et supplémentaires dans F.

(23 %% ® O CCinP PSI 21 )

Soit E un espace préhilbertien. Soit (eq, ..., e,) une famille libre de E telle que Vz € E, ||z|]? = 3 (z, ei>2.

=1

1. Montrer que Vj € [1,n], |le;|| < 1.
2. Soit  un vecteur normé orthogonal & Vect(ey, ..., en_1). Calculer (z,e,)? et en déduire la norme de e,,.

3. En déduire que (ey,...,e,) est une base orthonormale de E.

Projecteurs et symétries orthogonaux

(24 ##% ¥ CCinP PC (m) 19 )

Dans l'espace euclidien canonique R?, on note u = (1,0, —3), p le projecteur orthogonal sur la droite Vect(u) et ¢ le projecteur
orthogonal sur 'orthogonal de cette droite.

1. Déterminer la matrice représentative de p dans la base canonique de R3.
2. Déterminer une relation entre p et q.

3. En déduire la matrice représentative de ¢ dans la base canonique de R3.

(25 %%t & € )

.. 4 . . . . c 1 4 . . L, .
Dans ’espace euclidien R® muni du produit scalaire canonique. On considére le plan P de R® de représentation cartésienne :

. x1+x2—x3—x4:0;
x1 +3r9+2x3 — 24 =0.
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1. Trouver une base orthonormée de P.

2. Former la matrice P dans la base canonique de la projection orthogonale sur P.

3. Former la matrice S dans la base canonique de la symétrie orthogonale par rapport a P.

(26 x%x% ® O |

J

Soit p un projecteur d’un espace euclidien E. Montrer que p est un projecteur orthogonal ssi Vx € E, ||p(z)| < ||z]-

Conséquences sur ’algébre linéaire

(27 wtvr ® 9 )

Soit A € .# ,(R). Montrer que Ker(A) = Ker(AT A).

(28 #vr © |

Soit A € . ,,(R). Montrer que Ker (A7) = (Im(A))*.

(20 %% ® ¢ |

Soient E un espace préhilbertien réel et deux applications f,g: E — E tels que : Va,y € E, (f(x),y) = (x,g(y)). Montrer

que f et g sont endomorphismes de E.

Montrer que |detg(x1,...,2,)| < ||lz1]] - - [|za]]-

Indications

@ 3. Par l’absurde. 4. Analyse-synthése, utiliser H = {P €
R,[X], P(0)=0}et R,[X]=H® H*.

ICS avec un choix judicieux.

@ ICS dans un contexte jusdicieux.

ICS avec deux fonctions bien choisies dans un espace préhil-
bertien bien choisi.

1. ICS avec deux vecteurs bien choisis. 2. On est dans le cas
d’égalité de I'ICS!

@ 1. Raisonner par ’absurde et penser a 'ICS.

2. Définir de maniére sommatoire |AB||? et rappeler l'in-
égalité de Cauchy-Schwarz dans R".

Ecrire une relation entre f et J f'. Puis appliquer I'ICS

dans un espace préhilbertien bien choisi.

Intégrer terme & terme I’hypothése de ’énoncé.

2. 1CS. 3. Spé : O,(R) = {M € M, (R), M"M =1,}. 4.
Observer A — B. 5. Calculer Tr((AB — BA)?).

2. Décomposer la matrice comme somme d’une matrice tri-
angulaire supérieure et d’une matrice dans l'orthogonale.

30 Kkxk

Soient E un espace euclidien de dimension n et % une base orthonormale de E. On considére n vecteurs x1,..

., T, de E.

Considérer 'espace E = %°([—1,1],R) muni du produit

scalaire canonique, et interpréter en terme de distance.

Introduire le ps canonique sur .#, (R), voir que I’on cherche
A+ AT
+

le carré de la distance de A & S, (R) et observer A = 3

A—AT
TR

3. Observer (P, 1).

@ 2. Orthogonalité : IPP. Caractére supplémentaire : analyse-
syntheése.

@ 1 et 3. Tourner autour de la relation donnée pour = = e;.
2. ICS.

3. On appelle symétrie orthogonale la symétrie associée au
projecteur orthogonal...

Procéder par double implication. Dans ’hypothése ot Vx €
E, |lp(z)|| < [lz]l, poser, pour tout t € R, P(t) = ||y + tz|*.

Multiplier par X T a gauche et observer un produit

scalaire.

Montrer que (f(Az+py),2) = (Af(@)+pf(y),2) et

conclure en observant la différence des deux termes.

Si la famille est liée, c’est évident. Sinon, orthogonaliser la
famille et fabriquer la matrice N N associée.
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Espaces préhilbertiens

Solutions

> (-, -) est un forme puisque la somme infinie définissant ce produit scalaire est finie.
> (-,-) est clairement bilinéaire symétrique.
> Soit P = (ai)ieN S R[X]

+oo
< (P, P) = Za%}()
1=0

“+oo
& (P,P) =Y a? =0 ssi pour tout i € N, a; =0, donc P = 0.
i=0
Donc (-, -) est un produit scalaire sur R[X].

L. Fbsdp.

2. La famille est orthogonale, donc libre ce qui entraine p < n + 1.

@ est une fbs. Seul le caractére dp n’est pas évident. Montrons qu’il équivaut a o > 0.
> Supposons a > 0.
$ Size kB, oz, x) = (x,a)> +alz]|2 >0
¢ SizeE, p(z,z) =0 < (r,a)> = afz]|2 = 0 < ||z|| = 0 car a > 0.
> Reéciproquement, supposons ¢ dp.
< Déja, p(a,a) > 0, donc 1 + o > 0, donc aw > —1.
4 Supposons par I'absurde o = 0. Alors, Va € Vect(a)t, ¢(z,a) = 0. Donc ¢ n’est pas définie positive.

< Supposons par 'absurde a < 0. Comme E est de dimension n > 2, Vect(a)t # {0}. Soit b € Vect(a)*
Posons z = a +b. p(z,2) =0 < 1+ a(l + ||b]|?) =0 <= ||b||2 —dta
Comme —1 < a <0, 120‘ < 0, donc on peut trouver un vecteur b non nul dans Vect(a)* de norme —%.
Pour ce vecteur b, on a donc a4+ b # 0 et p(a + b,a + b) = 0. Le caractére défini n’est donc pas satisfait.

On en déduit que « > 0.

L. Fbsdp.

2. |[Pall = /1

3. Par 'absurde, supposons qu’il en existe un. En particulier, Vn € N, \/n = P,(0) = (T, P,) < ||T||||P.|l grace a
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Donc ||T|| > v2n + 1 7, oo absurde.
n—-+0oo

4. Analyse. Soit T € R, [X] tel que VP € R,[X], (T, P) = P(0). Dés que P € R, [X] veérifie P(0) =0, on a (T, P) =0
donc T € H*, o H = {P € R,[X], P(0) = 0} hyperplan de R,,[X]. H* est une droite, dirigée par un certain vecteur

Q. Donc il existe a € R tel que T' = aQ. De plus, (T, Q) = Q(0) = a||Q||?, donc a = Q( . Ainsi, T = HQHQQ et T est
unique.

Synthése. Le polynome T = HQII2 )@ est bien dans R, [X]. Soit alors P € R,,[X]. On décompose P = R+ b@ en accord
avec la somme directe R,,[X] = H @ H* : on a alors (T, P) = bQ(0) = P(0). D’ot1 'existence.

1
Produit scalaire usuel dans €°([0, 1], R) : (u,v) = jo uv.
Fixons f € €°([0,1],R). ICS avec u : t — v/t et v : t — VIf(t).

ICS dans R"™ appliquée aux vecteurs y = (‘/xi)1<i<n et z = (\}

$1)1<i<n

2
(7= sotution) 165 awee V7 e 3y -0 =[5 x ) < (17) (1)

Cas d’égalité : il faut qu’il y ait égalité dans 'ICS, donc que /f et % soient proportionelles, donc qu’il existe une constante

réelle c telle que /f = c—= f ; autrement dit, que f soit constante. Et on vérifie facilement que cela suffit aussi.

1. ICS avec z = (z1,...,x,) et y = (1,...,1).

2. On est dans le cas d’égalité de 'ICS : x et y sont donc colinéaires. Notons A € R tel que z = Ay. En injectant dans la
premiére relation, on obtient A = 1, donc le systéme admet pour unique solution (1,...,1).
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1. Soit (A1,...,A,) € R™. Supposons Y Apfi = 0g.

k=1

n
Par l’absurde, on suppose que les A, ne sont pas tous nuls, ce qui entraine > A7 > 0 (%).
k=
n n !
On écrit alors > Ap(fr —er) = Y. (—Ax)eg. Les normes sont a fortiori égales :
k=1 k=1

2

k - ek Z /\2 BON

[

Or, IT = || 35 A(fi — ek) Z Nl I fk — el < o= Z [ Ak[, d’apres (%).
k=1 k=1
n 2 n
Donc || 3 Me(fr —en)|| <2 (Z |)\k|> ICS dans R™ : (Z |)\k|> <n Y AL
k=1 k=1 =

Bilan : 3 A2 < In Z A7, absurde.
k=1 k=1

2. Pour n = 2 et (4,4) la base canonique de R?, il est facile de voir que (f1, f2) = (”73, %) vérifie || fi — ey || <
ce n’est clairement pas une base...

L. Fbsdp.

2. Soient A, B € . ,(R). 1l suffit de montrer que [|AB]? < ||A|?B|*
On observe ||Al|? = Tr(ATA) = Z [ATAL;; = [A]fj
j=1 1<ij<n
On peut appliquer la méme démarche pour | AB||? et on observe alors le terme général de la somme double :

\/5, mais

n

[ABI}; = Y _[A]},[Bli;

k=1

<Z[A];{k> (Z[B]zd) . (ICS dans R")

k=1 k=1

N

1<k, j<n

ILREN

En sommant : ||ABJ? < (1 > [A}fk> ( > [B}%) = [|A|]?||B]?.

Sot € (0,11 TBA + 10) = £~ 1(0) = [0 . Done 720) = [/ )
ICS dans I’espace préhilbertien usuel (€°([0,],R) : (jotf’(u) du) < (Iotl2 du) (Io 12 (u) du).

1
Autrement dit : f(t)2 <t (I fl(w)? du | <t ( . f'(w)? du ) car f2 >0et t < 1.

1 1
Par positivité de l'intégrale : jo f(t)? dt < (I t dt) (fo f(u)? du). D’oti le résultat.

0

MPOSOHS@ xHIfTFA cpest‘g sur[O 1] et o' = —f.

1
On 1nteg1re I'inégalité de I’énoncé : jo %) 21 jo > dr =1
IPP:I@: (2)] —|—jmf dx:fxf(a:)dx

ICS : (j zf(z) d ) ([ 0122 dz) (j f(z j:é Olf(x)2

Bilan : 5 < j f(x)? dz, soit jo f(x)2de > 1

3
13 - solution 1. Cours...

2. ICS avec A et I,,.
3. ICS avec A et B.

4. VX € M, (R), Tr(AX) = Tr(BX) ssi VX € #,(R), Tr((A—B)X)=0ssi A— Be E+ =0, ssi A=B.
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Espaces préhilbertiens

5. Notons C = AB — BA :
Tr(CZ)

Tr(ABAB + BABA — ABBA — BAAB)
Tr(ABAB) + Tr(BABA) — Tr(ABBA) — Tr(BAAB)
= 2Tr((AB)?) — 2Tr(A?B?) ;

Or, C est antisymétrique donc Tr(C?) = — Tr(CTC) = — (C,C) < 0. D’ou l'inégalité.

14 - solution | Résolution d’un systéme : —% cos +2sin.
15 - solution 1. C’est le produit scalaire canonique sur .#>(R).

2. Notons T le sev de .#5(R) des matrices triangulaires supérieures.

M = (_11 g) = (_01 8) + <(1) g) donc la distance cherchée est la norme de la premiére matrice : 1.

eT+ €T

27
1. Fbsdp. Caractére défini : soit f € F telle que (f|f) = 0 alors fo [f(x)]? do = 0. Par stricte positivité

de l'intégrale, on peut dire que Va € [0, 27], [f(x)]? = 0 puis f(z) = 0.
Par 2m-périodicité de f, on a donc bien Vo € R, f(z) =0, soit f = 0pg.
2. Trois démarches possibles.

> Démarche standard par Gram-Schmidt. On orthonomalise (a,b).
27 27 .
& |lal)? = %fo cos?(t) dt = %fo H%b(zt) dt = £, donc on pose o = /2a.

27 2
< On observe : (alb) = %fo cos(t) cos(2t) dt = ifo w dt = 0.
Comme a_lb, il n’y a donc qu’a normaliser b.
27 A 27
6] = %fo cos?(2t) dt = ﬁf@ cos?(u) du = %fo cos?(t) dt = 3, donc on pose 3 = v/2b.

Ainsi, (a, 3) est une BON de F. En conséquence, le projeté v de u sur Vect(a,b) est v = (u|a) a + (u|B) 8-
En reprenant les calculs précédents, on calcule :

27 27
$ (ula) = T\/ffo cos(t) sin?(t) dt = T\/ffo cos(t)%os(m dt = 0.
2 2m
& (ulp) = Tx/ffo cos(2t) sin®(t) dt = 2—‘/3 . cos(2t)%os(2t) dt = —%.

Conclusion :u = —%ﬂ = —1b.

> Démarche standard par résolution du systéme. v est le projeté de w sur Vect(a,b) lorsque v € Vect(a,b) et
u — v € Vect(a,b)*. On pose donc A, i1 € R tel que v = Aa + ub et on résout :

u—vla

u—vlb

(u— Aa — pbla) =0

(u— Aa — publb) =0

(ula) = Alla]|* — pibla) =0

(ulb) — Alalb) — pl[b]]* =0

v € Vect(a,b)t <=

[

— — =~ A

En résumé, on retrouve v = —%b.

> Observation astucieuse. 1 La et 1.Lb, donc on écrit u = % — %b , donc v = —%b.

17 - solution ] On se place dans I'espace E = R3[X] € ¢°([—1,1],R) muni du produit scalaire canonique sur ce dernier

1
espace : (f,g) = j_lfg. La quantité cherchée est d = d (X3, Ry[X])? = || X3 —]9R2[X](X3)||2 = HpR2[X]L(X3)||2.

d est le carré de la distance d’un vecteur & un sev, son existence est donc assurée.
Trois méthodes pour le calcul de d.
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> Orthonormaliser la base canonique de Ry[X]. Procédé de Gram-Schmidt sur (fi, f2, f3) = (1, X, X?) de Ry[X] pour
ce ps :

1
¥ Onposee; = f1 =1 |le|* = f_ll dt = 2 donc on pose £; = %

X.

S5

1
4 On pose €3 = fo — (f2,e1)e; = X car 11X par parité. |les]|? = f 1t2 dt = % donc on pose g5 =

1
¥ Onpose ey = fy — (fuer)er — (fnea)ea = X2~ . [lesll? = [ (12— ) de = &,
Donc on pose €3 = % (x2-1).

1

On peut alors écrire pryx](X?) = (X3, e1) e1 + (X3, e2) €2 + (X3, €3) e3.
Pour des raisons de parité, pg,(x] (X3) = <X3732> €y = %X‘

> Ecrire les équations d’orthogonalisation. Si on note P = a + bX + ¢X? le projeté orthogonal de X? sur Ry [X], on a :

X3 -pPl1 (P,1) = (X3,1) a+3%=0
X3-PlX <<= { (PX)=(X3X) — ? = §
X3 - P1X? (P, X?) = (X3, X?) 24—

On en déduit a =c=0et b= 2, donc P = pg,x(X?) = 2X.
1

> Trouver l'orthogonal de Ry[X]. Clairement, Ry[X]+ est de dimension 1, il suffit donc de trouver un vecteur orthogonal
a Ry[X]. Soit P =a+bX +cX?+dX? € Ry[X]*, ona:

Pl1 (P1)=0 a+%¥=0
P1X «— { (PX)=0 <+ ?Jr}—d:
P1X? (P,X?) =0 24Xx=0

On en déduit a = ¢ = 0 et b = —2d. Ainsi, Ro[X]* = Vect (X? — 2X).
On remarque alors que X?* — (X3 — 2X) = 2X € R X], de sorte que pg, [y (X?) = X* — £X.

Finalement, d = jjl (t3 _ %02 dt = %.

2

18 - solution | C’est le carré de la distance d de A & S, (R). d? = H A_QAT
L. Fbsdp.

2. E={P € R,[X], P(1) = 0} est le noyau de la forme linéaire non nulle f : P — P(1), c’est donc un hyperplan de
R, [X], il est de dimension n.

3. On remarque que (P, 1) = P(1), donc E = Vect(1)* et d(1,E) = |[1]| = 1.

20 - solution Par équivalences, directement :

FCcG < Fc(GHt car, comme F est de dimension finie, G = (G+)?,
= FL1G*
— GtcrF-

On commence par une premiére implication.
Supposons F' C G. Soit € G+. On a donc Yy € G, (x]y) = 0.
Comme F' C G, on a a fortiori Yy € F, (z|y) = 0, soit € F*. Dot I'implication F' € G = G+ C F*.
On peut appliquer 'implication directe avec F* et G+ : F+ ¢ G+ = (G1)* c (FH)*.
Or, E est de dimension finie, donc (F*)+ = F et (G*)* = G d’oi 'implication réciproque.
> Montrons (F + G)t = F-nG*.

> Soit = € (F + G)*. Montrons que » € F+ N G*.
Par symétrie des roles des lettres F et G, il suffit de montrer que z € F*.
Comme z € (F+G)Y,onaVy € F+G, (z|y) =0. Or, F C F + G, donc a fortiori Yy € F, (z|y) = 0. Ainsi,
x € Ft,
On en déduit l'inclusion annoncée.

> Soit + € F- NG+, On a donc Vy € F, (z]y) = 0 et V2 € G, (z|z) = 0. Soit alors t € F + G : il existe
(v,y) € F x G tel que t = x +y. Alors (x[t) = (z|y + 2) = (z|y) + (x]2) =0, donc = € (F + G)*.

Dot la relation (F + G)* = F-nG+.
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Espaces préhilbertiens

> La relation précédente est en particulier vraie pour les sev F- et G -
(FX+GHt = (FHEn(GhHt, st (FE+6Ht=FnaG.
On en déduit que leurs orthogonaux sont égaux : ((F* + GH)H)L = (FNG)*, soit F* 4+ G+ = (FNG)*..

21 - solution 1. ...

2. On sait déja que S, (R) et A, (R) sont supplémentaires dans ., (R). Soient S € S,(R) et A € A,(R) :
(S, A) =Tr(STA) = Tr(SA) = Tr((SA) ") = Tr(ATST) = Tr(—AS) = — (A,8) = — (S, 4),
donc (S, A) = 0. Ainsi, S,,(R) LA, (R). D’ou le résultat.
3. Soit M € D, (R)* : VD € D, (R), M LD ie. (M,D) =0 ie. fj m; id;; = 0.
> Choix de D = E;; : m;,i =0 donc M est a diagonale nzuzlie.
> Reéciproquement, si M est & diagonale nulle, f:l m; id;; = 0.
i=

Donc D, (R)* est ’ensemble des matrices a diagonale nulle.

22 - solution 1. Fbsdp.

2. > Orthogonalité. Soit f € F et g€ G. IPP (u =g, v' = f', u,v sont bien de classe €*) :
(f0) = [ (G0alt)+ F(0)g (1) a
1 1
|, fg) dt+ [ f(t)g' (1) at
1 1
I gy at+ (g @)y — [, F)g" @) dr.

1 1
Comme f(0) = f(1) =0, on a [f(t)g’(t)](l) = 0. Et comme g € G, fo f@®)g" () dt = fo f(®)g(t) dt, donc (f, g) = 0,
ce qui entraine que F' et GG sont orthogonaux pour ce produit scalaire.
> (laractére supplémentaire. Par analyse-synthése.
<> Analyse. Soit h = f+ g avec f € Fet g€ G. On a h(0) =g(0), h(1) =g(1) et b = f" + ¢".
De plus G = Vect(ch,sh) donc il existe a,b € R tels que g = ach+bsh et f = h — ach —bsh. Il suffit donc
d’exprimer a et b en fonction de h. On a :

{ h(O)iﬂOH;J(O) <=>{ Z:m
sh(1)

Ainsi g et f sont déterminées de maniére unique.
Notons que, comme on a déja moniré l'orthogonalité de F' et G, cette partie « analyse » est superflue. Cela
dit, la « synthése » est requise, et sans la partie « analyse », il faut avoir beaucoup d’intuition pour former
a,b,getf..
<> Synthese. Soit h € F, on pose a, b, f et g comme ci-dessus.
On a g = ach+bsh alors g € G.
On vérifie aussi que f € F.
Et naturellement, comme f = h — g, on a bien h = f + g.
Ainsi, la synthése est établie et 'existence de f et g obtenue.

Donc E=F&G.

23 - solution 1. Choisissons x = e; dans la relation de I’énoncé :
n

2 2
eI =D (ejoen)® =llesI* + D (ejren)

i=1 ie[1,n]\{s}

donc |lej[|? — |lej||* = > <ej,ei>2 > 0, ce qui se réécrit |le;]|? (1 — |le;]|?) = 0. Or, e; # Op, puisque c’est un
ie[Ln]\{s}
vecteur d’une famille libre, donc [le;[* > 0; on en déduit que 1 — [le;||* > 0, d’ou le résultat.
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n
2. D’aprés Vinégalité de Cauchy-Schwarz, 1 = ||z[2 = 3 (z,e:)” = (x,e,)” < [ z]]]len]|? < |len]|?. Donc [le,|| > 1. Et,
i=1
selon la question 1, ||e,| = 1.
3. (e1,...,¢e,) est une famille de vecteurs normés, en reprenant la démarche de la question 2 pour les autres vecteurs.

n
Puis 1 = |le; || = > <ej,ez> soit Y. <ej,el> =0, puis (e;,e;) = 0 et la famille est orthogonale.

i=1 i#£]

24 - solution 1. En notant & = iy, on a une BON (€) de Vect(u) et on peut ainsi écrire :

Ve € R? p(z) = (z,e) e = 10 (x,u) u.
On calcule p(1,0,0) = 15(1,0,-3), p(0,1,0) = Ogs, p(0,0,1) = —:(1,0, —3).
1 0 -3
La matrice de p dans la base canonique de R? est donc % 0 0 0
-3 0 9
2. pest alors le projeté sur F' = Vect(u) parallélement & F'* et g est le projeté sur I+ parallélement & F, donc p+q = Idgs.
9 0 3
3. La relation 2 tient encore matriciellement : la matrice de ¢ dans la base canonique de R? est % 0 10 0
3 0 1

1. P = Vect(f1, f2) avec fi = (1,0,0,1) et fo = (2,—1,1,0). On orthonormalise avec le procédé de

Gram-Schmidt :
%(170707 1)'

> Puis €3 = fo — (fa,e1)er = (1,-1,1,-1) et e = 3(1,—1,1,-1).
Et on peut alors affirmer que (¢1,£2) est un BON de P.

>€1:

2. Comme (e1,¢5) est une base de P, on peut dire que, pour tout z € R, p(z) = (z,e1) e, + (x,2) £2. On calcule donc :

>p<1000> (3 -511)
p(0,1,0,0) = (=5, 4,1, 1)-
p(0,0,1,0) = (3, 4,3, 1)
p(0,0,0,1) = (4, 4,1, 1)

Et la matrice de p dans la base canonique de R* est P = 1

1 -1 1 1
-1 -1 -1 1
1 -1 -1 -1
1 1 -1 1

26 - solution | Procédons par double implication.

> Supposons p orthogonal. Soi x € E. p(x) € Im(p), x — p(x) € Ker(p). Or, Im(p) L Ker(p) donc, d’aprés le théoréme de
Pythagore : [lz|* = [[p(z)[|* + [l — p(2)[|*. Comme ||z — p(z)[|* > 0, on a [[p(z)[|* < [lz]|?, puis [[p(z)[| < ||z[|.

> Supposons que Va € E, ||p(z)] < ||z|]. Montrons que Im(p)L Ker(p). Soit (y,z) € Im(p) x Ker(p). On pose, pour tout
teR, P(t) = |ly + tz]*

< Avec Phypothése de I'énonce, Vt € R, P(t) > ||p(y + t2)||*> = ||¥?|| = P(0).
< En développant, Vt € R, P(t) = ||y||*> + 2t (y, 2) + t?||z||* donc P est un polynome de degré deux.

De fait, P admet un minimum en 0, donc P’(0) = 0, soit (y, z) = 0.

Trivial. (D) Soit X € Ker(ATA): ATAX = 0. Donc X T ATAX = 0, soit || AX|| = 0, avec la norme

euclidienne sur .#,, 1 (R). Bref, AX =0 et X € Ker(A).

Soit X € Ker (AT). Montrons que X € (Im(A))". Soit Y € Im(A) : 3Z € 4, 1(R), Y = AZ. Alors
Y. X)=Y X =ZTATX =0.
Ensuite, deux possibilités.

3.8=2P-1,=1
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Espaces préhilbertiens

> Egalité des dimensions. dim ((Im(A))J‘> =n — dim (Im(4)) =n — dim (Im (A")) = dim (Ker (47)).

> Inclusion réciproque. Soit X € (Im(A))l. Montrons que X € Ker (AT).
Ona |[ATX|?=XTAATX = (X,AATX) =0 car AA"X € Im(A). Donc ATX =0.

29 - solution | Il suffit de montrer que f est linéaire. Soient A\, x € Ret x,y € E. Fixons z € E.

(fAr+py),2) = (Ao +py,g(2))
= Mz,9(2)) + (Y, 9(2))
= A[f(@),2) +u(f(y),2)
Af(@) +pf(y),2)-

Donc, en notant v = f(Az + py) — Af(x) — puf(y), on a (v, z) = 0. On en déduit que v = Og.
> Justification 1 : ceci étant valable pour tout z € E, on peut dire que v € B+ = {0g}, donc v = 0.
> Justification 2 : ceci étant valable pour tout z € E, on peut choisir z = v : ||v||* = (v,v) = 0, donc v = 0.

Ainsi, f(Az + py) = Af(z) + nf(y).
Donc f est linéaire et, par symétrie des roles joués par f et g dans cet exercice, g est automatiquement linéaire.

30 - solution > Si la famille (z1,...,x,) est liée, alors detg(x1,...,2z,) = 0 et P'inégalité est vraie.

n
> Supposons donc (z1,...,x,) est libre et notons M = /\/Egat(xl, ..., Zp). On veut prouver det(M) < [] ||zx||. Procedé
Z k=1
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt : il existe (y1,...,¥y,) une famille orthogonale telle que, pour tout k € [1,n],
Yk = Tk + Ak k—1Tk—1 + -+ - + A 121
Notons N = /\{l@at(yl, ..+, Yn). Comme la k-éme colonne de N est obtenue par des combinaisons linéaires des autres

colonnes de M et de la k-éme colonne de M, opération élémentaire qui ne change pas le déterminant, on a :

det(M) = det(N).

Posons alors D = NTN = ([D}i,j)lgi,jgn' On a alors [D]i,j = kz [NT]i7k[N]k7j = <yiayj>-
=1

Or la famille (yi,...,y,) est une famille orthogonale, donc D = diag(||y1]|?, .

. ).
On en déduit que det(D) = det(N)? = T[] |lyx||?, ce qui entraine |det(N)| = T |lyl|-
k=1 k=1
Observons que Yk € [1,n], |y < ||zk||. Soit donc k € [1,n]. Récurrence : xp = yx — Gk x—1Yk—1 — - - — Gk,1Y1- Par
orthogonalité de la famille (yx) et théoréme de Pythagore :

I?

lil® = lyill® + ai g llyr—al* + -+ ai 1 llya* = ol

Conclusion : | det(M)| = [det(N)| = T llvell < TT llzll-
k=1 k=1
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