Intégration (2)

Exercices

MATH

Un brin de continuité

(1 % 9 )

1. Montrer que f : R — R n’est pas uniformément continue ssi il existe deux suites (z,)nen €t (Yn)nen telles que
la suite x,, — y, — 0 et que la suite (|f(2,) — f(yn)|)nen soit minorée par un réel strictement positif.

2. Montrer que la fonction f : z + sin(z?) n’est pas uniformément continue sur R.

2 www

La fonction z + z? est-elle uniformément continue sur un segment [0,1]? Sur [0,10]? Sur R?

(3 “ive Centrale MP )

1
La fonction f définie par f(0) = 0 et V¢ € R*, f(t) = sin <t) est-elle continue par morceaux ?

(4 wte%x ® )

Soient a,b € R tels que a < bet f,g:[a,b] = R.
1. Montrer que si f et g sont continues sur [a, b], alors min(f, g) et max(f,g) aussi.

2. Reprendre la question précédente avec la continuité par morceaux.

(5 %% ©® )

Soient a,b € R tels que a < b. On note :

> 6. ([a,b],R) Pespace des fonctions réelles continues par morceaux sur [a ,b];

> Esc([a,b],R) l’espace des fonctions réelles en escalier sur [a,b];

> €0(la,b],R) l'espace des fonctions réelles continues sur [a,b] et d’intégrale nulle sur [a,b].
Montrer que 9, ([a,b],R) = Esc([a,b],R) & €g([a,b],R).

Révisions de l'intégration et un peu plus...

(6 w2t ® v |

1. Justifier que (1, X +1,(X +1)%, (X +1)3) est une base de R3[X] et donner 'expression de 2X3 — X + 3 comme
combinaison linéaire des vecteurs de cette base.
2203 — 1 + 3

2. En déduire la valeur de L W dx.
T

7 Yevowe
en posant u = 12+t +1—t.

Caleuler |4
acuerjo T

(8 *%r ® & |

/6 cos?(t) /6 sin?(t)
lculer I = dt et I = dit
Calculer Io cos(2t) ¢ fo cos(2t)

(9 %x%x% ® X-ESPCI )

/4 1 Arct t
Calculer jo In(1 + tan(z)) do et en déduire la valeur de fo %I;() dt.

(10 w#vve v )
1 1
Trouver toutes les fonctions f € €°([0,1],][0,1]) telles que fo f= fo 12,
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(11 wod & |

Soient a,b € R, a < b, et f € €([a,b],R) telle que

J

b b
j f‘ = j |f|. Montrer que f est de signe constant sur [a, b].
a a

(12 t2% ® ¥ )

b
Soient (a,b) € R? tel que a < b et f € €°([a,b],R). Montrer que l'application ¢ : = j f(t)sin(zt) dt est
a
lipschitzienne sur R.

13 Kk

On définit la fonction g par g(y) = foy ot dt.

AN A

Montrer que, pour tout y € R, g(y) > y. Pour quelle(s) valeur(s) de y cette inégalité est-elle stricte ?
L’inégalité large précédente est-elle valable sur R™* 7

Déduire que g réalise une bijection de R dans R.

f(=)

Pour tout # € R, montrer qu’il existe un unique réel, noté f(z), tel que f et dt = 1.
xr

Dresser le tableau de variations de f.

(14 %% ¥ |

z2 1

On définit la fonction g par g(x) = f — dt.

1
2
3
4
)

z In(t)
. Etudier la monotonie de g.
. Calculer la limite en +oo0.
. (DL) En posant u = In(¢), calculer la limite de g en 1.
. (Int géné) Calculer la limite de g en 0.

. Justifier que g se prolonge en une fonction de classe €' sur RT.

15 kv

1
On définit la fonction f: ¢+ e~* et on note F sa primitive nulle en 0. On pose : Vo € R, G(z) = jo e~ (@ qp.

1.

Etudier la monotonie de F.

2. A I’aide d’un changement de variable, montrer que G est de classe €' sur R* et exprimer G’ en fonction de F.

Montrer que G est continue en 0.
3
T
. On admet qu’au voisinage de 0 : F(z) = x — 5 + o(z3).

En déduire que G est dérivable en 0 et calculer G'(0).

Trouver une équation différentielle satisfaite par G.

(16 *%x ¥ |

/4
Pour tout n € N, on pose I,, = .[o tan™(t) dt.

1.

2
3.
4

Calculer I(), Il, IQ.
. Montrer que la suite (I,,) est monotone et convergente.
Exprimer, pour tout n € N, I,, ;5 en fonction de I,,.

. Déterminer la limite de la suite (I,,). Proposer deuz méthodes.

17 ko

1

Pour tout n € N, on pose I,, = f (In(1+z))" da.

1.
2.
3.

1
. Montrer que, pour tout pe N, I,, = o <>

0
Montrer que la suite (I,,)nen ainsi définie converge et que sa limite est nulle.

Exprimer, pour tout n € N, I,,;1 en fonction de I,,.

Déterminer la monotonie de la suite (I,)nen-

n——+00 nb
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Intégration (2)

(18 *k% ¥ Centrale MP 21 |

1. Soient (a,b) € R? tel que a < b, f € €°([a,b],R) et g € Com([a,b],R).

Montrer qu'’il existe ¢ € [a, ] tel que be(;v)g(x) dz = f(c)fbg(x) dz.
2. (Spé) Soit f € €°([0,7],R). Montrer que joﬂf(wﬂ sin(nx)| dx DT %joﬂf(x) dz.
(19 *x# a |

Soit f € €%([0,1],R). Montrer qu’il existe deux constantes a,b € R, & déterminer, telles que :
L a b 1
fox f(x) dxn_>—+oo n—i—nQ—i-o(nQ).

(20 %% X-ESPCI MP 18 |

On considére une fonction p € CKO(RJr, R), dérivable en tout point de |1, +o00[, constante égale a 1 sur [0, 1] et vérifiant

Vz €1, +oo[, zp'(z) + p(z — 1) = 0.

1. Montrer qu’il existe une unique fonction p ainsi définie.
2. Montrer que Vz € [1,4o00[, zp(z) = fz 1p(t) dt. En déduire que Vo € Rt p(x) > 0.

3. Montrer que p(x) = 0.
r—+00

Sommes de Riemann

(22 wo& ® 9 |

(21 Hvee 9 )
- v VE
k=1

D . . (kT . . .
Calculer lim — > k*sin () . Trouver un équivalent simple de la suite u : u,,
n—+00 N° n

23 kv

n
Trouver un équivalent simple de la suite u : u, = Y. \/k(n — k).
k=0

(24 ++% CCinP PC 21 )

1. Calculer la limite quand n — +oo de S, = — > In (1 + >
n =1 n
g l/n'

2. Trouver un équivalent simple quand n — 400 de P, = [[ (n + k)
k=1

(25 *#x O |

1 n=l 1\\*
On pose, pour n € N* : y,, = = 3 (exp ()) .
n r—o n

1. Déterminer la limite ¢ de (uy,).
2. Montrer que (z —y)e¥ <e*—e¥ < (z —y)e”, pour 0 < y < z.

k+1

3. Onpose I, = |, " <e“‘ —e%) dz pour tout k € [0,n —1].
1

1 krny/m

1
(a) Montrer que Vn € N*, Vk € [0,n — 1], ﬁek/" < g < 52
(b) En déduire un encadrement de n(¢ — u,) pour tout n € N*, puis un équivalent simple de ¢ — u,,

(26 **% & ® )

n k

Soit f € €([0,1],RT). Déterminer la limite de [] (1 + ff ())
k=1 no\n

12

On pourra commencer par prouver que Vt € R+*, t— 5 <In(1+1¢) <t
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Formules de Taylor globales

(27 ttete O ) (28 x%% ® v |
z? no(=1) 1)k '
Montrer que : Vz € R, |[e* —1 — x| < 5 elel. Montrer que 2_: . In(2).

(29 vt @9 )
3 x>z
Montrer que:VmE[O,W],a:—ggsin(a:)éx ?4—@

[30 **xw ¥ Inégalité de Kolmogorov ]

Soit f € €*(R). Pour k € {0, 1,2}, on pose, lorsque cette quantité est finie : My, = || f*)]| o
On suppose que f et f” sont bornées sur R, de sorte que My et M existent. Le but de cette exercice est de montrer
que M est nécessairement bien définie et de le majorer & ’aide de My et Ms.
1. Soit (z,h) € R x RT*.
(a) Enoncer Iinégalité de Taylor-Lagrange appliquée & f & l’ordre 1 sur [z, x + h).
2 M, hM.
(b) En déduire : |f'(z)| < TO + =5 2.
2. En déduire que M; est bien définie et que M7 < 2+/MoMs.

3. En utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange sur [x — h,z], montrer que M; < /2MyM,.

C31 *%x% O Egalité de Taylor-Lagrange )
Soient n € N, a,b € R tels que a < bet f € €" " ([a,b],R).
1. Justifier I'existence de m = min{f*V(z), z € [a,b]} et M = max{f"*tV(z), x € [a,b]}.

— n+1 \ntl
2. Montrer que ni—f—l \j HnfetD () dt < %.
n (k) _ \n+1
3. En déduire V’existence de ¢ € [a,b] tel que f(b) = Y % (a) (b—a)k + wf(”“)(c).
=0 k! (n+1)!

(32 *%* ® ENS PC 19 )

1 Hf//Hoo,[fl,l]
[ ) ar—2p)) < =,

33 kx|
Soit f € €°(R) telle quil existe M € R** tel que : Vn € N, f(™(0) = 0 et || f(™| 0 < M™n!.

Soit f € €*([~1,1],R). Montrer que

1
Montrer que f est nulle sur ] VAN [ puis sur R.

Indications

[ 4 - indication] Expliciter f + g+ |f — g

[5 - indication] Sife ‘ggm([a ,b],R), poser ey la fonction en escalier dénotant les « sauts » éventuels de f puis
observer f —ey.

[6 - indicationj 1. En début d’année, lire la consigne sous la forme :
« trouver a,b,c,d € R tels que VX € R, 2X% — X +3=a+b(X +1) + (X + 1) +d(X +1)%. »

[8 - indication] Calculer I — J et I + J. On pourra poser x = tan(t).

[ 9 - 1nd1cat10n] Premiére intégrale : poser u = 1% Deuxiéme : IPP puis changement de variable « naturel ».

b
[11 - indication] Observer J (If1 = 1)-
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Intégration (2)

(12 -

indication] Idée 1 : formules trigonométriques pour sin(at) — sin(yt). Idée 2 : IAF.

(16 -

indication] 4. Passage a la limite dans la relation de récurrence. Ou majoration de tan sur {O, f}.

(17 -

indication] 1. Inégalité classique sur In. 4. Récurrence sur p.

(18-

indication] 1. Théoréme des bornes atteintes & f. 2. On a dit spé!

(19 -

indicationj 2 IPP.

(22-

indication] Sommes de Riemann, comme dans le titre du paragraphe!

(25 -

indication ] 2. Inégalités des accroissements finis.

(26 -

indication] Appliquer la fonction In.

(27 -

indication ] ITL & Pordre 2. Distinguer = > 0 et x < 0.

(28 -

indication ) FTL a f : 2 — In(1 + z).

(29 -

indication ) FTRI a 'ordre 3 et 5.

(30 -

indicationj 1.b. Isoler f'(x) dans 1.a. 2. Etudier la fonction de & issue du second membre de 2.b.

(32-

t
indication ] Appliquer la FTRI & 'ordre 2 & F : ¢ — fo fsur [0, z].
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Solutions

1. Par double implication.

Supposons f non uniformément continuité. Alors il existe ¢ > 0 tel que :
Va >0, dz,y eR, |z —y|<aet |f(z)— fly)] >e.

Soit n € N*. Comme o = 1 > 0, il existe z,,, y, € R tels que |z, — y,| < 2 et [f(z) — f(y)| > e.

On définit ainsi deux suites (z,,), (yn) € R vérifiant Vn € N*, |z, — y,| < Let |f(z) = f(y)| = e
De plus, par encadrement, |z, — y,,| — 0. On a donc bien construit deux suites x et y telles que x,, —y, — 0
et (|f(xn) — f(yn)|)nen+ soit minorée par un réel strictement positif.

Supposons qu’il existe € > 0 et deux suites (2, )nen €t (Yn )nen telles que z,—y, — 0et |f(zn) — f(yn)| = &.
Supposons par Iabsurde : Ja > 0, Va,y € R, |z —y| < a = |f(z) — f(y)| < e. Or 2, — y,, — 0, donc il
existe n € N tel que |z, — yn| < . Alors x,, et y, contredisent la relation précédente. Absurde.

2. Choix de z,, = \/n7 et y, = /(n+ ) 7 dans la question 1.

f i 2+ 2% est continue sur R, donc sur [0,1] et [0,10]; d’aprés le théoréme de Heine, f est donc

uniformément continue sur les segments [0,1] et [0, 10].
Supposons f uniformément continue sur R. En particulier, pour £ = 1, il existe & € R™* tel que :

Ve,y €R, ([ —yl<a = [f(z) = fY)| <e).

Soit donc « un tel réel strictement positif. Soit n € N : on fixe z = n et y = n+ §. On a bien |v —y| < a. Mais
lf(z) — f(y)| = an + O‘; = +00, ce qui est en contradiction avec I'inégalité |f(z) — f(y)| < e. Donc f n’est pas
n—-—+0o0

uniformément continue sur R.

f n’a pas de limite en 0 donc f n’est pas continue par morceaux en 0...

1. max(f,g) = %(f + g+ |f — g|) donc max(f,g) est une fonction continue par opérations algé-
briques sur les fonctions continues.

On fait de méme pour min(f, g)... Ou on observe que min(f, g) = — max(—f, —g).

2. L’argumentation reste valable...

> Soit f € Esc([a,b],R) N&Y([a,b],R). D’une part, f est en escalier et continue, donc elle est
contante, égale a une certaine constante ¢. Comme elle est par ailleurs d’intégrale nulle, ¢ = 0.
D’ou Esc([a,b],R) N€y([a,b],R) = {0}.
> Soit, f € Co([a,b],R). Il existe donc une subdivision (ag, ..., ay) de [a,b] adaptée (n € N*).
On construit une fonction ¢ continue de la fagon suivante :
<> sur [ag,a1], ¢ est le prolongement par continuité de f\]ao,al[Q
<> en supposant construite la fonction ¢ sur [ag ,ax], on définit ¢ sur Jay , ak4+1] comme le prolongement par

continuité de f|j,, 4., — @O0 a = llrllf\]ak’akﬂ[ —lime.
Ak A

Le procédé de récurrence assure que l'on a construit ainsi une fonction ¢ continue sur [a,b] (on a rectifié
progressivement en supprimant les sauts) et il est clair que f — ¢ est en escalier (puisqu’elle est constante sur
chaque |ay , ag41])-

Notons ensuite ¢ = L ¢ puis posons ¢ = ¢ — i et € = f — ¢. On vérifie que :
& é e Esc([a,b],R);
& e €y(a,b],R);
> f=é+e.
On en déduit que €9, ([a,b],R) = Esc([a,b] ,R) + € ([a,b] , R).
Bilan : 4 ([a,b],R) = Esc([a,b] ,R) & €5([a,0],R).

1. > Base : a reprendre apreés le chapitre espace vectoriel... (1, X +1,(X +1)% (X + 1)) est
une famille libre (échelonnée en degré et ne contient pas le polynome nul) de quatre vecteurs de R3[X],
qui est de dimension 4 : c’est une base de Rg[X].
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Intégration (2)

> 2X3 - X +3=2(X+1P3-6X+1)?2+5(X+1)+2.

2
13
2. 1= jx‘“ Gj (ﬂC+1)2 1(£+1)3+2f (a:+1)4 =2In(2) — 53
7 sotution) 1= 2"
. 7r/6cosz(t) sin? (t) w/ cos(2t)
>I—J=j et [t

T4 J= j /6005 (t)+sin?(t) dt_J‘Oﬂ'/G 1 dat.

cos(2t) cos(2t)

—In(2v/3 - 3).

Posons & = tan(t), changement de variable " bijectif (strictement croissant) de [0, %] dans [O, i}

V3
Par ailleurs, cos(2t) = HIQ et dt = .Ainsi, I+ J = f ﬁ dz.
DES: 1= = (1 =)0+ ), pi Y
Finalement, I 4 J = f T fol/ﬁl% i (%)
Bref, I — im(?ﬂ) + et J = iln (%) _z
> u=7-z _IW/ ) du —1, donc[—”ln@)

/4
> IPP: 1 =[zIn(1 + tan(x))}g/4—j /1 Litan®(x)

o L Tttan(s) dz puis changement de variable v = tan(x)... J = @) _y_ 7.

4

1 1 1
Analyse. Soit f € ©([0,1],[0,1])- telle que [ f= | f* Onadonc [ f(1-f)=0.Or, comme
f est a valeurs dans [0,1], f(1 — f) > 0, donc par stricte positivité, f(1 — f) = 0. Ainsi, f est a valeurs dans {0, 1}.
Comme f est positive, on a classiquement, comme seules possibilités f = 0 ou f = 1.
En effet, par l’absurde, si f prend les deux valeurs 0 et 1, d’apres le TVI, f prend également la valeur
Synthése. Ces deux fonctions sont clairement solutions.

b
11 - solution | On peut supposer f f =0, quitte a changer f en —f.
a

b b b
ypothése devient alors = , donc —f)=20.Or, — | est continue et positive ou nulle sur |a,b| :
L’h hése devi 1 f fl, d fl—=f 0. Or, |f|— f i iti 1l b

d’aprés la contraposée du théoréme de stricte positivité de Uintégrale, |f| — f = 0 i.e. f = |f|. Cela entraine que f
reste de signe positif sur [a, b].

5, absurde.

b
12 - solution ] Soient (z,y) € R?. Par inégalité triangulaire : |p(z) — ¢(y)| < j |f()|]sin(zt) — sin(yt)| dt.

> Idée 1 : formules trigonométriques. On sait que sin(zt) — sin(yt) = 2cos (Z4%) sin (£5%), donc on majore
| sin(xt) — sin(yt)| < 2 [sin (Z52)] < Jt]|z — yl-

2
> Jdée 2 : IAF. On sait que sin est dérivable sur R donc sur [a,b] et |sin’| = |cos| < 1. D’aprés I'inégalité des
accroissements finis, | sin(zt) — sin(yt)| < |t — yt| < [t]]|z — y|.

b
Dans les deux cas, on a obtenu la méme inégalité, qui permet d’écrire : |p(z) — (y)| < |z — y|j [tf(t)] dt. En notant
a

b
k= f [tf(t)| dt € RT, on peut donc conclure que ¢ est k-lipschitzienne.
a

Remarque. De nombreuz ouvrages considére que la constante k doit étre dans R ; mais si k = 0, c’est que ¢ est
nulle et elle est donc bien lipschitzienne « quand méme » : 1-lipschitzienne par exemple...

Yy
13 - solution 1. On a: VvVt € R, et” > 1. Par croissance de l'intégrale, si y > 0, on a g(y) > fo dt >y

Si y =0, on a clairement g(y) =0=y.
y
Soit y € R**. On a V¢t € R**, e’ —1 > 0, donc par théoréme de stricte positivite, g(y) — y = fo et dt > 0,

donc g(y) > y.
Bref, I'inégalité précédente est stricte ssi y > 0.

2. Le méme argument que dans la question 1 permet de montrer que si y < 0, g(y) < y et que cette inégalité est
stricte dés que y < 0. Autrement dit, I'inégalité précédente n’est pas valable sur R™*,

3. D’apreés le théoréme fondamental de 'analyse, g est la primitive NULLE EN 0 de ¢ +— et2, qui est positive et paire
sur R : g est donc impaire et strictement croissante. Par minoration, comme y —+> +oo,onag(y) — +oc.
y——+oo y——+oo

Par imparité, g(y) — —oo. D’aprés le théoréme de la bijection dérivable, g est bijective de R dans R.
Y——00
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4. Soit x € R fixé. y — fy ot dt = g(y) — g(z) est bijective puisque g est bijective de R dans R et que y — g(x)

est constante. Donc 1 admet un unique antécédent par cette fonction : notons f(x) cet antécédent. On a alors
f(@) 2
f et” dt = 1.

x

5. Cette derniére égalité se réécrit g(f(x)) — g(x) = 1, soit g(f(z)) = 1+ g(z). En composant & gauche par g~ !,

il vient : f(z) = g7 1(1 + g(x)). Par composition, f est strictement croissante sur R, de limites —co et +oc en
—o0 et 400 respectivement.

14 - solution L f it g est définie sur RT*\{1} seulement, et elle y est alors continue. Ainsi :

g(z) est défini < [z,2°] CRT"\{1}
e zeRT\{1}.

Donc g est définie sur R™*\{1}. De plus, d’aprés le TFA, f admet au moins une primitive F sur R™*\{1} et :

Vo € RT™*\{1}, g(z) = F(2?) — F(x).

Par opérations algébriques, g dérivable sur RY*\{1} et Vo € RT™*\{1}, ¢/(z) = iy > 0

On en conclut que g est strictement croissante sur |0, 1[ et sur |1, +o0].

Il est délicat de se prononcer sur la monotonie de g sur R™*\{1} a ce stade, mais a laide du résutat de la
question 3, on peut affirmer que g est strictement croissante sur R™* \{1}.

2. Soit > 1. Alors % > 1 et V¢ € [z,2?], t > 1, donc In(t) > 0. Or, sur ce méme intervalle, par inégalité de
convexité classique, on a In(¢) < t; par stricte positivité des deux membres de l'inégalité, il vient ﬁ > % donc

g(x) = In(x). Or, In(z) WS oo donc g(z) oo, TOO PRI minoration.

21n(z) ou

3. Le changement de variable proposé est de classe ¢! bijectif, on peut donc écrire : g(x) = j du.

In(z)

L AU u _ e —1 __
DL,(0) : e o 1+ u+o(u), donc e* —1 o u+ o(u) donc = o 1+o0(1).

u

Notons alors H une primitive de h : u — e“T—l : H est bien définie puisque h est continue sur R* (opérations
algébriques) et admet un DLg(0).
Par théoréme de primitivation des DL : H (u) = H(0) + u + o(u). On peut alors mener les calculs suivants :

U—

21In(x)

gl@) = fln@ (h(u) + u) du

B
H(2In()) — H(n(@)) + In(2)

= H(0)+2In(z) +o(2In(x)) = H(0) — In(x) + o(In(x)) +In(2) car In(x),2In(x) — 0,
=, In(2) +In(2) + o(In(x)).

al

En conclusion, g(x) — In(2).
r—

u -1 . T
4. Siu < —1, |%| < €%, intégrable sur |—oo, —1[. Donc f ¢~ du converge. A fortiori, f Sdu — /et
— 00 — 00 r—r— 00
()—jzln(w)E“d s 0 1=0
g\ = In(z) b T—r—00 o

5. g est prolongeable par continuité en 0 et 1, ¢’ admet des limites finies en 0 et 1...

PREREQUIS : DL.

1. Comme f > 0, F est strictement croissante.

F(x)

. G est

2. Si z # 0, on pose u = xt, changement de variable affine donc de classe €', G(x) = %f: e du =
de classe €' sur R* en tant que quotient de fonctions de classe €' dont le dénominateur ne s’annule pas. Et
G'(z) = If(xl;F(l’) .

3. Gz) = £ — M — F'(0) = f(0) = 1 = G(0), car F est dérivable en 0. Par conséquent, G est

] E -0 x—0
continue en 0.
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Intégration (2)

4, G@=6O) _ Fl)—z — 0. Donc G est dérivable en 0 et G'(0) = 0.

z—0 z? z—0 2 z—0

Autre justification. G(x) =14 % 7 + o(2?), donc G admet un DL;(0) donc G est dérivable en 0 et G'(0) = 0.
Remarque. Justification, & ’aide du théoréme de primitivitation des DL, de I’hypothése faite dans 1’énoncé :
quand u — 0, e* = 1+ u + o(u); en substituant —t2 & u, on a f(t) = 1 — 2 + o(t?), et par primitivation,
F(z) = F(0) + 2 — & + o(a?).

5. Selon 2, 2G'(z) + G(z) = f(x).

16 - solution 1 Iy =7%.

Une primitive de tan = 32 = —95 ot —In|cos|: [; = L In(2).
cos cos 2
s

w/4 /4 /4
I = fo (1 + tan(t)) dt—jo dt = fo tan’ (t) dt — =

/4
2. Soit n € N. I,1y — I, = jo tan” (t)(tan(t) — 1) dt. Or, sur [0, %], tan™(¢) > 0 et tan(t) — 1 < 0, donc par
positivité de l'intégrale : I, 1 — In < 0. Ainsi, (I,,) est décroissante.
Comme tan™ > 0 sur [0, %], I, > 0. Minorée et décroissante, (I,,) converge.
/4 n 2 /4 n 2 /4 n JJREN 1
3. Iyin = fo tan™ () tan2(t) dt = fo tan™(t)(1 + tan2(t)) dt — jo tan™ (t) dt. D’ott Insz = iy — I,

4. On propose trois méthodes, la derniére étant accessible avec le cours de MP ou PSIL.
Premiére méthode. D’aprés la question 2, (I,,) converge vers un nombre ¢, positif ou nul par passage a la limite

dans l'inégalité large I,, > 0. On peut donc passer a la limite dans la relation de récurrence : I,, 1o = ﬁ —1I,,
donc ¢ = —{ ce qui entraine ¢ = 0.

nyn n 7T/4
Deuziéme méthode. Sur [O, g], 0 < tan(t) < %, donc 0 < tan™(¢) < 47rfl ,puis 0 < I, < i—njo th dt = W'

Le théoréme des gendarmes permet de conclure.
Troisiéme méthode. [Spé] Théoréme de convergence dominée :

0
> tan" est ¢}, sur [0,2],
> tan" <25 1,4 qui est bien €9 sur [0, 7]
)l

> Domination. Vn € N, Vo € [0, 7], |tan™ ()| < tan(z) qui est intégrable.

/4
Alors I, — fo Lir/ay = 0.

1. Soit n € N. Poura:E[O,l], In(1+1z) <z, donc 0 < In"(1+z) < 2™

1
Par croissance de l'intégrale, on a 0 < fo " dr = % D’apres le théoréme des gendarmes, I,, — 0.
2. Soit n € N. IPP avec u(z) = In" " (1 + z), u/(z) = i n"(1+2), v'(z) =1et v(z) =1+ (u,v sont €*) :
Lnpr =2In""H(2) — (n + 1)1,,.
1
3. SoitneN. I,,11 — I, = fo In"(1+ z)(In(1 + ) — 1) da. Or, pour tout z € [0,1], 0 < In(1+z) < In(2) < 1.
Donc I,,41 — I, < 0 et (I,,) est décroissante.
4. Récurrence sur p.
> [nitialisation. Découle de la question 1.
> Hérédité. Soit p € N. On suppose I,, = o (-). Alors on a aussi I,,41 = 0 (ﬁ), et donc Ip1 = o ().

De plus, par croissances comparées, 2In" 1 (2) = o (-%). Donc nl,, = =2In" " (2) I, 1 =0 ().
Autrement dit, [,, = o (#)

18 - solution 1. D’aprés le théoréme des bornes atteintes, f est bornée et atteint ses bornes. Notons donc m

et M les minimum et maximum de f sur [a,b] respectivement.
On a donc Vx € [a,b], mg(x) < f(z)g(x) < Mg(z). Par positivité de l'intégrale :

mf;g(x) dz < f:f(:c)g(x) dz < Mf:g(z) dz
b
| o) ao

fbg(m) da

€ [a,b] tel que M = f(c), soit Lbf(x)g(m) dz = f(c)fbg(x) dz.

" g(z) dz

< M. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe

b
>Sijg(m)dx7£0,m<
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> Sinon, I f(z)g(x) dz = 0, donc tout ¢ € [a, b] convient.

2. Convergence dominée.

1
Notons I, = [ " f(x) dx

n+1

O 1) Q) Ll e
2 IPP : I = TH_JO n-‘rlf( )dl‘—m-mﬁ-Jn en notant Jn— Omfl/(x) dz.
Or, f” est continue sur le segment [0, 1] donc d’apreés le théoréme des bornes atteintes, il existe une constante M € R
. L2
telle que Vo € [0, 1], |f"(z)] < M. De fait, |J,| < . iy M dz <
A fortiori, n®.J, — 0 donc .J,, = o (#)
En injectant dans le calcul de I, il vient :

oo ()

M
(n+1)(n+2)(n+3) "

1
(- (2) o)
( +

d’ou le résultat avec a = f(1) et b= —(f(1) + f'(1)).

20 - solution 1. Récurrence forte sur n € N* : il existe une unique fonction p dérivable sur [0,n] comme dans
I’énoncé.
> [nitialisation. p est définie, constante égale & 1, donc dérivable sur [0, 1] d’aprés 1’énoncé. D’ou I'existence
et I'unicité sur [0, 1].
> Hérédité. Soit n € N*. Supposons que p soit bien définie et ce, de maniére unique, sur [0,n]. Il reste & voir
que c’est encore le cas sur |n,n + 1.
Notons 7 : Jn,n+ 1] — R définie par 7(x) = p(x — 1). 7 désigne une fonction parfaitement définie par
hypothése de récurrence. Or, Va: € |n,n+ 1], zp'(x)+ p(z—1) = 0 soit p’(z) = —%. Ceci est I’expression
x
d’une fonction continue sur [n,n + 1], on peut donc poser R(x) = —j +1@ dt, définie de maniére unique.
n
Nécessairement, il existe une constante c telle que Va € |n,n + 1], p(x) = R(z) +c ce qui prouve I’existence
de p sur [n,n+1].
De plus, on a en particulier p(n) = R(n) 4 ¢, donc ¢ est unique ce qui prouve 'unicité.
xr
2. Posons, pour x € [1,+oo], g(x) = zp(x) fj 1p(t) dt.
e

Par opérations algébriques et théoréme fondamental de I'analyse, g est continue sur [1,+oo] et dérivable sur
|1, +00[, et Vo > 1, ¢'(x) = 0. Ainsi, g est constante sur [1,+oo[ et g(1) = 0.

D’ou Vz € [1,+o0[, zp(z) = fw 1p(t) dt.
Récurrence forte sur n € N : p > 0 sur [0, n].

3. Vo > 1, zp(x) = —p(z — 1) < 0 donc p(x) < 0. Ainsi, p est décroissante sur RT. A fortiori, Vo € RT, p(z) < 1.
Selon la question 2, zp(z) < 1, donc p(z) < L. Théoréme des gendarmes : p(z) — 0.

r—+00
1
21 - solution ) Sommes de Rieman : jo 2? sin(rx) dz = ”124 via 2 IPP.

n n 1
22 - solution ) Vn € N*, u,, = \/ﬁkzl \/%: n3/2v,, ou v, = %kz_:l \/g — jo Vede =2 u, ~ %nB/Q.

n—-+oo n—-+oo

n 1
k _ 2 s 1 [k k —
23-solut10n Vn € N¥, un—nz E(l—f)—nvnouvn—gkgl E(I—E)TH—Jr)OOIO r(1—z)de = %.
U, ~ =
nn—)+oo8

2

Le calcul de lintégrale se fait en posant x = u* ou en observant la courbe géométrique décrite...

1
24 - solution 1. Théoréme des sommes de Riemann : S,, — Io In(1+¢) dt =2In(2) — 1.
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Intégration (2)

n 1/n
2 P= ([T (1)) =neso

k=1

1
25 - solution 1. Sommes de Riemann : u,, — jo e’ der =e—1.

2. Soit (z,y) € (RT)? tel que y < x. Si y = x, 'encadrement est évident ; sinon, TAF & f : t > et sur [y,z] : il
existe ¢t € |y, x| tel que %@’;(?’) = f/(t) = e'. Or, par croissance de exp, e* < e’ < €Y, soit €% < el:;y < eV
Comme z > y, on en déduit 'encadrement souhaité.

3. (a) Soient n € N*, k € [0,n—1]. Soit = € [%,kzl] On applique la question précédente pour (x,%) :
(:cf%)e% <e” —en < (z—Eyer < (a:f%)ektl.

. (k+1)/n
Intégration terme & terme : en remarquant que fk/
n

1/n
(z — %) dx = Io u du = ﬁ, on obtient ’enca-

drement souhaité.

1 1n—1 n—1
(b) n(f —uy) = f ne® dr — j S ef/m dx = 3 I.,. Sommation membre & membre :
0 0 k=0 k=0

n—1 n—1
1 £ (é ) 1 k41
— Y en<n(l—u — E en
2n? h " on2
k=0 k=0
e S e 1 1-ew 1 .11-en
. 4 P . . Lo 1 . —e . . —en 2 l—en
Somme finie géométrique : > en = (em)" = CAinsi 5572 < n(l —up) < gmer oo Les

1
k=0 k=0 l—en
deux extrémités sont équivalentes a m, donc d’apreés le théoréme des gendarmes pour les équivalents :

1
€= up ~ 2(e —1)n2"

£2
26 - solution ) Commencons par prouver que Vt € R**, ¢ — 5 <In(l1+41¢) <t

> La deuxiéme inégalité est la trés classique inégalité de convexité du logarithme.
> Pour la premiére, on peut utiliser une étude de fonction... Ou la FTRI comme suit.
t
Soit t € R™*. f(t) =0+t — % + %fo ﬁ(t — x) dz. Cette intégrale est positive ou nulle, d’ou le résultat.
n
Ensuite, on pose u, = [] (1+ Zf (%)) et v, = In(uy).
k=1
n
Onawv, = >, ln(lJr%f(%)).
k=1

n n n
D’aprés I'encadrement précédent, on a donc ) = f (%) - > z5f (5) Svp < ) of (%)
k=1 k=1

k=
n n 1

> Somme de Riemann, puisque f est continue sur [0,1] : > = f (%) = :z:% Sf (%) — xf f.
k=1 n—-+oo 0

n

k
A 2 . , . n 1 2 1 n N2 1 9
> Meéme argument avec f2 qui est également continue sur [0,1] : > Lf(£)" =15 f (%) - .[0 f?, donc
n—-—+0oo

i

> ar(E) — o
k=1

n—-+oo

1
Théoréme des gendarmes : v,, — a:f f-
n——+oo 0

1
Par continuité de la fonction exponentielle sur R, on en déduit que u, —+> exp (.Z’IO f).
n—r—+0o0

27 - solution ) Soit € R. ITL a lordre 2 appliquée a exp € € (R), sur [0, 2] : [e* =1 — x| < “7—22 ||exp||oo’[0’w].

Siz >0, [lexpllog 9, =€" = el#l. Sinon, [lexp]|., 02 = 1< el*l. Dol le résultat.

28 - solution ) Posons, pour tout n € N*, w,, = % et f:ax—In(l+x).

k=1
> fest € et récurrence sur k € N* : Vo € |1, 400, fF)(z) = %
< fR0) = (=1)F (k- 1)

< Soit n € N*. On observe que, sur [0,1] : || f"+D| = nl.
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F*(0)
k!

M=

> FTL a f sur [0,1] : [f(1) — < oy 17 | o Bee [In(2) = up| < 5. Théoréme des gendarmes :

k

0

Unp, n~>—+>oo 111(2) .

Soit @ € [0, ].

> FTRI a l'ordre 3 : sin(z) = = — % + fm sin®) (t)(gﬂgi,t)& dt. Cette derniére intégrale est positive ou nulle, d’ott
0 !
I'inégalité de gauche.
> FTRI a lordre 5 : sin(z) =z — L; + 155 —|—j sm(6) )Q dt. Cette derniére intégrale est négative ou nulle,
d’ou 'inégalité de droite.

On peut aussi prouver ces inégalités a I’aide de 'ITL.

1. (a) fest €% sur [z,z + h] donc VITL s’applique : |f(z + h) — f(z) — hf'(z)| < %QMQ.
(b) ITR : 2 [f(2)] = [f (2 + h) = f(2)| < |If (2 + ) = f(@)] = [of' ()] < 1M,
Done h|f'(2)] < |f(@ +h) — f(@)] + 5 M.
Or, IT : |f(x +h) — f(z)| <|f(x+h)|+|f(x)] < 2My. Donc h|f'(x)| < 2My + %QMQ. Do le résultat.

2. En choisissant n’importe quelle valeur de h (par exemple h = 1), on obtient que f’ est bornée donc M; est finie.
Posons ensuite ¢ : h — QA}f[O + %Mg. Une étude des variations de ¢ sur R™ permet de voir que ¢ admet un

minimum sur R atteint en h = 2\/% , qui vaut 2v/MyMs. En passant & la borne inférieure dans la question
1.b, on a M; < 2v/MyMs.
3. ITL : | f(z — h) — f(z) + hf'(z)] < &M,
On a donc — My < hf'(x) — f(z +h) + f(z) < &My et =2 My < hf'(x) + f(z + h) — f(z) < ’;;MQ Par
<

sommation membre & membre, —h*My < 2hf'(x) + f(z — h) — f(z+h) < h2My. 1l vient : | f/(z)] My 4 Mo
Le méme procédé qu’a la question 2 permet d’obtenir exactement 1’inégalité souhaitée.

31 - solution 1. Comme f("*1) est continue sur le segment [a,b], le théoréme des bornes atteintes permet de

justifier 'existence de m = min{f"*V(z), = € [a,b]} et M = max{f"+V(2), = € [a,b]}.
2. Soitt € [a,b]. Onam < f"+1 () < M. Comme (b—t)" > 0, on a donc m(b—t)" < (b—t)" f TV (t) < M (b—t)".

. [T - m(b—a)"t? b n r(n M(b—a)"t?
Par croissance de I'intégrale : % < L (b— )" fO D (1) dt < %

b
3. D’apreés la formule de Taylor avec reste intégral, f(b) = Z f( (a Db —a)k + %f FOED () (b — )™ dt.
1l suffit donc de montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f f(”+1)( Yb—t)" dt = %f("“)(c)7 ou, en d’autres

b
termes : ﬁfa fOD @b -t dt = fOHD(c).
b
Or, selon la question précédente, m < (b_"a%f FOD#) (b —t)™ dt < M. Comme m et M sont des valeurs

prises par f("*t1) (d’aprés la question 1), le théoréme des valeurs intermédiaires s’applique : il existe bien

b
c € [a,b] tel que (b_”;;iﬂ L FOED@) (b =)™ dt = f 1) (¢), ce qui permet de conclure que :

") .
=3 oo+ e

xr
32 - solution ) D’aprés, le TFA, F : x — fo f est I'unique primitive de f s’annulant en 0, et elle est donc €* sur

[-1,1]. Soit x € [-1,1]. On applique la FTRI alordre 2 & F sur [0,z] :
Fz) = F(0) + F'(0)a + 2002 ¢ ["E02 () dt = f(0)a + £2a? + [TE52 (1)

> Enz—1: Iolf(t) dt = £(0) + £ 4 jo A=0® () .

-1 ’ —1 2
> Ena=—1: [ ft)dt=—f0)+ 52+ | E ) at
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Intégration (2)

Ainsi, jjl £(t) dt = j; F(t) di+ fl £y dt = 2£0) + [ 959 () dr + ﬁ%f”(t) dt.

D’ou :

1 1(1_t)2 " 0 (1+t)2 "
[ a-sro| < [FE5E 0 o [ S o
_ )2 2
< [T rera [ S o a
" 1(1_t)2 0 (1+t)2
< ||oo,[_1,1](j0 5 dt+f12dt)
T2
< T

Soit f € €(R) telle qu’il existe M € R™* tel que : Vn € N, f(™(0) = 0 et ||f(”)HOO < M™nl.

1 1
Montrer que f est nulle sur ] VAN [, puis sur R.

1 1
) . S NRT) . g n+1 =0.
1 Somxe} M’M{ ITL aVordre n sur [0,z] : | f(z)| < (Jz| M) nijdonc flz)=0

2. > Récurrence sur p € N : la fonction g, : © — f (ac + %) vérifie les mémes hypotheéses que f.

p—1 p+1 [

D’aprés la question 1, pour tout p € N, g, s’annule sur | — donc f s’annule sur ]7 Vi

1
M’ M
> Reécurrence sur p € N : la fonction by, : ¢ — f (1’ — ﬁ) vérifie les mémes hypotheses que f.

1 1
D’aprés la question 1, pour tout p € N, h, s’annule sur ] ESTANT { donc f s’annule sur ]—% , —pj\—'zl [

> Autrement dit, f est nulle sur UZ] pr;l , p—]\? [ =R.
pe
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