Groupe symétrique et déterminant
Exercices

MATH

Groupe symétrique

1 Yoww

Soit n € N* et S, le groupe symétrique d’ordre n. Pour toute permutation o, on note (o) le sous-groupe des itérés
de o : (o) = {o*, k€ N}.

1. Soit 7 une transposition de S,,. Décrire (7).

2. Soient p € [2,n] et o un p-cycle. Décrire (o).

(2 w&& @ )

. . 1 2 3 45 6 7 8 9
On observe la permutation de Sg suivante : o = <4 697 25 8 1 3>.

1. Décomposer ¢ en produit de cycles disjoints.
2. Décomposer o en produit de transpositions. Quelle est sa signature 7
3. Trouver l'ordre de o, c’est-a-dire le plus petit entier naturel non nul p tel que o? = Ids,.

4. Calculer ¢2925,

(3 %% ® )

Soit n un entier naturel impair. Soit o € S,, telle que 0? = Ids, . Montrer que o posséde au moins un point fixe.

(4 *2% ® v )
Soit n € N*. On note (a b) la transposition de S,, qui échangent a et b (a,b € [1,n] distincts) et v le cycle (12 ... n).

1. Soit 0 € S,,. Montrer que, pour tout a,b € [1,n], o(a b)o~! est une transposition (que I'on explicitera).
2. Montrer que les transpositions de la forme (1 a), avec a € [2,n], engendrent S,,.

3. Montrer que les transpositions de la forme (a a + 1), avec a € [1,n — 1], engrendrent S,,.

4. Montrer que (1 2) et v engendrent S,,. (1 3) et v engrendrent-ils Sy ?

5. %% Soient a,b € [1,n] distincts. Montrer que (a b) et v engendrent S,, ssi (b —a) An = 1.

[5 *x%x3vr O Le groupe alterné ]
Soit n € N\{0,1}. On définit le groupe alterné : A, = {o € Sp, (o) = 1}.

1. Montrer que A,, est un sous-groupe de S,,.

2. Identifier A3 et Ay.

3. Soit 7 une transposition fixée. Montrer que o — o o T est bijective de S,, dans S,,.

4. Calculer le cardinal des ensembles S,, et A,,.

[6 *v¢vr  Le jeu du taquin ]

Un jeu de taquin est constitué de neuf cases dont huit sont occupées par un jeton numéroté de 1 & 8, et une est
vide. On peut faire glisser un jeton horizontalement ou verticalement dans la case vide. On repére le résultat d’une
manipulation par la permutation des numéros qu’elle produit (on lit les numéros dans l'ordre, sans s’occuper de la
case vide). Par exemple, la permutation obtenue dans la manipulation suivante :

11213 41113
4156 |=]|2 5
78 71816

1 2 3 4 5 6 7 8 , . . .
est (4 13925 7 8 6>.Montrer qu’on ne peut obtenir que des permutations de signature 1.
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Déterminants de petite taille

(7 +eteve b ) (8 Hietr ob | (

9 Ywx v |
2 3 2 0 -3 0110
Calculer -3 ’ Calculer | 4 0 —8|. 1 0 0 1
-1 2 5 Calculer : 11 0 1
1 1.1 0
10 Yok 11 Yoded
a a a a r—7 —4 0 0
. 4 ) la b b b 12 z+7 0 0
Soit (a,b,c,d) € R*. Calculer : Dy p o q = e b e ol Pour = € C, calculer : 220 —11 246 12
a b c d 12 6 -6 z-11
12 Ak
24a 2 1+a
Soient a,b € C. Calculer : Dyp=13—a 3 3—al.
-2 -2 -1
(13 %%k ¢ )
a—b—c 2a 2a
Soient a,b,c € C. Calculer et factoriser le déterminant : Dy p . = 2b b—c—a 2b
2c 2c c—b—a

C14 *%% ¥ (presque VDM) CCinP PC)

Soient a, b, ¢ trois complexes.

a b ¢
1. Calculer le déterminant : D = |a® b2 (2|
ad v A

a+b b+c c+a
2. En déduire le déterminant : Dy = |a® +b* b> 4+ ¢® 2 +a?|.
B+ B+B B4’

(15 %%%* & CCinP PSI 18 )

Soit (a, b, c) € R3. Calculer le déterminant suivant et montrer qu’il est toujours positif ou nul :

a? ab—c ac+b

Dgpe=lab+c b2 bc—al.
ac—b bc+a 2

(16 *%3% & CCinP PSI |

Soit (a,b,c) € R3. Calculer le déterminant Dy pc suivant et montrer qu’il est indépendant de a et b :

l—-c —a —a 1

1-b a—c a—1 —b
Dn,,b,ci b —a 1—a—c 1+b

0 a a -c¢
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Groupe symétrique et déterminant

Déterminants de taille n

(17 s 9w 19 Koot
1 2 n 1 1 1
2 3 n+1 o 0
Soit n € N*. Calculer : D,, = . Soit n € N*. Caleuler : d,, —
n n+1l 2n—1 [l (0) -1 92 ]
(18 %%t =& )
1+22 = (0) (20 %%w ® )
2
Pour = € R, calculer : v 1tz 1 !
2 Soit n € N*. Calculer : d,, = |1 ., (0)
(0) N ] 1 (0) 1f,,
21 kvt ) (23 *#%%w ® TPE-EIVP MP 18 )
Soit n € N*. Calculer : d,, = det ((jil))1<ij<n- Soit n € N*. Calculer : d,, = det((sin(i + j))1<i,j<n)-

(22 %%k & )

Soient n € N* et a,b € C. Calculer le déterminant de la

matrice A € #,,(C) de coefficient :

24 Kkk

Soient n € N* et a,b € C. Calculer le déterminant de la
matrice A € #,(C) de coeflicient :

a+b sii=j;
o ab sii=j5+1; a+b sii=j;
= 1 sii=j—1; aij = a  sii>j;
0 sinon. b sig < 7.
(25 %%t v ]
x (z —b)
Soient n € N\{0,1} et a, b deux réels. Pour = € R, on pose D(z) =
(x —a) x

1. Montrer que D € R;[X].

2. En déduire ’expression de D(z) pour tout = € R.

[26 *xwe O @® Matrice compagnon CCinP PSI 23}

x (0) —ag
-1 =z —aq
Soient n € N\{0, 1}, (ax)refo,n—1] € C" et 2 € C. Calculer : P(x) = -1
x —0p—2
(0) -1 x—ap_1
Comatrice
27 ke
a (1)
Soient o € K et n € N*. On pose 4,, = e M, (K).
(1) a

1. Donner une CNS sur « pour que A,, soit inversible.

2. Inverser explicitement Az quand c’est possible.
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Déterminant d’endomorphismes

(28 »wx v |

caa .. | A (R) — A,(R)
On considére I"application ¢ : P . AT

1. Trouver une base de ’ensemble des matrices symétriques de .4, (R).
2. Trouver une base de 'ensemble des matrices antisymétriques de .#,,(R).
3. Calculer det(t).

Exercices plus abstraits

(20 *%cx ¥ )

Soient n € N et A une matrice réelle antisymétrique de taille 2n + 1. Montrer que det(A) = 0.
Le résultat est-il encore vrai si A est une matrice réelle antisymétrique de taille 2n ?

(30 #vw ® )

Soient n,p € N* tels que p < n. Soient A € 4, ,(K) et B € 4, »(K). Calculer det(AB).

(31 %x%% ® © Navale MP 23 )

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N*, e une base de cet espace et u € Z(E). On pose, pour tout

xr = (xk)keﬂl,n]] e E":

n
o(z) = Zdet(zl, ey 1, W(TE), Thog 1y - ey T)-
=1 ©

Exprimer ¢ a ’aide de la trace de v et du déterminant dans e.

Applications du calcul de déterminant

(32 wae ® )

Soient n € N* et x,...,z, € C distincts. En utilisant le déterminant, montrer que ¢ : P — (P(xo),..

un isomorphisme de C,[X] dans C™" ",

(33 %w3¥ ¥ CCinP PSI 19 ]

., P(xy)) est

1. Redonner le résultat du déterminant de Vandermonde.

2. Soit n € N. On veut montrer que la famille de polyndmes ((X + k)™)o<ken est libre.
n
Soit (Ak)o<k<n € R™ tels que S Ap(X 4+ k)" = 0.
k=0

(a) Pour tout p € [0,n], montrer que > A\p(X + k)P = 0 et en déduire > kP = 0.
k=0 k=0

(b) Conclure.

(34 % ¥ )

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur ¢ € C pour que les trois vecteurs (1,1,¢), (1,¢,1) et (¢,1,1) soient

linéairement indépendants dans C3.

(35 %x%x% ® © |

Soit n € N*. On appelle dérangement de S,, toute permutation o de S,, vérifiant Vi € [1,n], (i) # . Y-a-t’il plus

de dérangements pairs (signature 1) ou impairs (signature —1) ?
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Groupe symétrique et déterminant

Indications

[3 - indication] Observer les classes d’équivalence de la relation d’équivalence sur [1,n] que 'on peut définir par :

i~k = & =k ouk' = o(k).

[4 - indication] 4. Observer le sous-groupe Gq = {0 € Sy, Vi,j € [1,n], o(i) —i=0o(j) — Jj [d]}.

(10 -

indication] Observer les lignes consécutives.

(13-

indication] La somme des éléments sur chaque colonne est constante.

(14 -

indication] D : opérations sur les lignes; D- : opérations sur les colonnes pour se ramener & Dy .

(16 -

indication] Observer que deux colonnes et deux lignes sont, « proches » et utiliser les opérations élémentaires.

(17 -

indication ] Opérations élémentaires L; < L; — L;_1.

(21-

indication] Observer les différences de deux lignes consécutives.

(22-

indication] Développer par rapport & la 1ére ligne pour faire apparaitre une relation de récurrence.

(23 -

indicationj Formules trigo : la j-éme colonne est CL de deux colonnes indépendantes de j.

(24 -

indication] Oérations élémentaires pour ramener & un déterminant tridiagonal, puis développer par rapport

a la premiére ligne pour faire apparaitre une relation de récurrence.

[26 - indication] Développer par rapport a la derniére colonne. Méga-astuce : Ly <+ ki Ly
=1
[29 - indicationj Rappeler la définition de matrice antisymétrique et appliquer le déterminant.
[30 - indication] Majorer rg(AB).
[ 31 - indication] Observer que ¢ est une forme n-linéaire alternée.
[32 - indication] Considérer sa matrice dans les bases canoniques...
[ 33 - indication ] 2.a. Dériver la relation de I’énoncé. 2.b. Observer les n + 1 relations de 2.a. simultanément.
[35 - indication] Noter D;t I'ensemble des dérangements pairs et observer que |D;f| = Y (o), & mettre en
oceD;

paralléle avec la définition du déterminant.
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Solutions

L (7) = .7}

2. (o) ={o* ke[o,p—1]}.

Loo=(1478)(265)(39).
2. 0= (14)(47)(78)(26)(65)(39). 6 transpositions : e(c) = (—1)5 = 1.

3. Dans la question 1, la décomposition est formée de permutations qui commutent donc :
VEk e N*, 0% = (1478)%(265)"(39)".

Or:
> (39)*=1Idsike€2Net (39)*=(39) sinon;
> (265 =Idsi k€3N, (265)"%=(265)si k€ 3N-+1et (265)"=(256) sinon.
> (1478 =Tdsike€dN, (1478 =(1478)sikecdN+1, (1478 =(17)(48)si ke dN+2et
(1478)% = (187 4) sinon.
Ainsi, p = 12.

4. 2025 =168 x 12+ 7, donc 0225 = 7 = (147 8)7(265)7(39)7 = (147 8)3(26 5)(39) = (18 7 4)(2 6 5)(3 9).
On peut dire que Vk € [1,n], {k,o(k)} est de cardinal 1 ou 2. Supposons, par I’absurde, qu’ils soient
tous de cardinal 2.

> On définit la relation binaire ~ sur [1,n] : k ~ k' <= k' =k ou k' = o (k). C’est une relation d’équivalence :
$ Réflézivité. Evidente.

& Symétrie. Transitivité. Evidentes puisque o2 = Id donc o~ ! = 0.
> De fait, {{k,o(k)}, k € [1,n]} est une partition de [1,n], qui est donc de cardinal pair... Absurde, car n est
impair.

1. Ya,b € [1,n], o(a b)o~! = (a(a) o(b)).

2. On observe, selon la question 1 : Va,b € [1,n], a #b = (1 a)(1 b)(1 a) = (a b). Ainsi, les transpositions de la
forme (1 a) engrendrent toutes les transpositions qui, elles, engendrent S,,.

3. On observe, selon la question 1 : (a a + 1)(1 a)(a a + 1) = (1 a + 1). Ainsi, par récurrence immédiate, les
transpositions de la forme (a a + 1) engrendent les transpositions de la forme (1 a) qui, selon la question 2,
engrendrent S,,.

4. (1 2) et v engendrent toutes les transpositions de deux termes consécutifs : en effet, selon la question 1,
vy~ = (y(1) (2)) = (2 3) et, par récurrence immédiate, on a (k k + 1) = v*~Lry1=* pour k € [1,n — 1].
On conclut en utilisant la question précédente.

Par contre, (1 2) n’est pas engrendré par (1 3) et 7.

5. Notons d = (b—a)Anet Gg={o €S,, Vi,je[l,n], (i) —i=0o(j)— 7 [d]}.
> On montre facilement que G4 est un sous-groupe de S,.
> On observe que G4 contient (a b), puisque o(i) — i vaut soit 0, soit b — a soit a — b, et -y, puisque (i) — @
est constant égal & 1.
> On note par ailleurs que (1 2) € G4 ssi d = 1, puisque pour o = (1 2), on a o(i) — 4 qui vaut 1, —1 ou 0.
Ainsi : (a b) et v engendrent S,, <= G4 =S, < (12)€ S, <= d=1.

1. A, = Ker(e) est un sous-groupe de S,, puisque ¢ est un morphisme de groupes.
2. > A;={Ids,,(123),(132)}.
> Ay ={lds,,(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}.
3. ¢? =1ds, donc ¢ est bijective.

4. 8, est de cardinal n!. Et p(A,) = S, \ A, puisque 7 est de signature —1. Donc le cardinal de A,, est la moitié
de celui de S,,, soit %’

Un déplacement horizontal ne change pas l'ordre des numéros donc la permutation associée est Id. Un
déplacement horizontal se traduit par un cycle de longueur 3, donc de signature 1. Une composée de tels déplacement
se traduit donc par une composée de permutation de signature 1, on obtient donc, aprés plusieurs déplacements, une
permutation de signature 1.
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Groupe symétrique et déterminant

2w

2 0 -3

Développement, par rapport a la deuxiéme colonne : | 4 0 —8| = (—1)3T2 x 2 x i :2’ =8.
-1 2 5
On fait apparaitre trois zéros sur la colonne C3 assez facilement :
01 1 0 01 0 O
1 0 0 1 1 0 0 1
1101 ~ 11 11 GGG
11 10 11 0 O
0 1 0
= (=1)* x(=1)x |1l 0 1| en développant par rapport a Cs,
110
_ 243 01 ) .
= —(-1 x 1 x 11| en redéveloppant par rapport a Cl,
= -1
L4%L4—L3, L3<—L3—L2, Lo+ Lo— 1L :
a a a a
0 b—a b—a b—a
Dyped= 0 0 b c—b =a(b—a)(c—b)(d—c).
0 0 0 d—c
11 - solution ) Déterminant diag par blocs : (z — 1)(x — 2)(x — 3)(z + 1).
12 - solution ) Par opérations élémentaires sur les colonnes et les lignes :
1 2 1+4a
Daﬁb = 0 3 3—a Cl(—01—03,
-1 -2 -1
1 2 1+4a
= 0 3 3—a L3(—L3+L1,
0 0 a
= 3a en tant que déterminant triangulaire.
Ly Y Li:
1 1 1
Dape=(a+b+c)|2b b—c—a 2b
2c 2¢ c—b—a
02902—01,03603—01 :
1 0 0
Dype=(a+b+c)20 —(a+b+c) 0 = (a+b+c)
2¢c 0 —(a+b+c)
1 1
1. Idée 1. On reconnait presque un déterminant de Vandermonde. D1 = abc|a b
a®> b

D’aprés le résultat du déterminant de Vandermonde : Dy = abe(b — a)(c — a)(c — b).

Idée 2. On adapte la démonstration du déterminant de Vandermonde. Sia =boua =0oub=0, D; = 0.
Supposons a, b € C* tels que a # b, et notons D(z) le déterminant obtenu en substituant ¢ par z. En développant
brutalement D(x) par rapport a la derniére colonne, on observe que D est un polynome de degré 3 de coefficient
dominant 52 be’ = ab(b—a). De plus, D(0) = D(a) = D(b) =0, donc 0, a et b sont trois racines distinctes de
D, donc D(z) = ab(b — a)xz(z — a)(x — b). Ainsi, D1 = D(c¢) = abe(b — a)(c — a)(c — b).

Idée 3. Opérations astucieuses sur les lignes. Lo <— Lo — alq, Ly < Ly — a’L.
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2. Idée 1.

D, =

Linéarité par rapport & la premiére colonne, puis la deuxiéme, puis la troisiéme :

a c a b a a ¢ c a c
a2 B2 2l+la? B a@?l+la 2 2|+]a2 2
PRI X R PRI X B P T B a3 B
=0 =0 =0

b b ¢ b b a b ¢ ¢ b ¢ a
+102 2 A+ b P+ 2 A+ e
B b B B b a® e b ¢

=0 =0 =0

En permutant les colonnes du dernier déterminant selon le cycle (1 2 3), de signature 1, on obtient D;. Donc

Dy =2D;.

Idée 2. Par opérations élémentaires sur les colonnes :

2a
2a?
2a°

2a
2a>
2a3
2a
2a>
2a3

b+c
b? + 2
b3 + 3
b+c
b? + 2
b + 3
b ¢
b2 2
b P

c+a
02+a2
c3+a3
c

3

02%02—03

Par linéarité par rapport & la premiére colonne : Dy = 2D1.

Idée 3. Observation : en posant A; et A, les deux matrices des questions 1 et 2, ainsi que A =

a AQ = AlA Donc D2 = D1 det(A) = 2D1

1
c? 03 — 03 — 501

Ci+Ci—-Cy+0Cs

(i e

=)

—_ o

, on

15 - solution ) Difficile de trouver des opérations élémentaires faisant apparaitre des zéros sur une ligne ou une
colonne... On développe soigneusement par rapport a la premiére colonne :

Ainsi, Dy 4 =

Da,b,c

= a*(b*c® — (be+ a)(be — a))
—(ab + ¢)((ab — ¢)c* — (bc + a)(ac + b))
+(ac — b)((ab — ¢)(bc — a) — b*(ac + b))
= a*(b*c - b3 +d?)
—(ab+ ¢)(abc® — ¢ — abc® — b*c — a’c — b)
+(ac — b)(ab*c — bc* — a®b+ ac — b*ac — b*)

—(ab+¢)(—=c® — b*c — a’c —b)
+(ac — b)(—=bc* — a*b + ac — b®)

+abe® + abdc + a®be + ab® + A + b2 + a®P + be

—ab® — aPbe + a?? — ab®c + b2 + a®b® — abe + bt

= a* + b+t + 2a%0? + 2a2 + 2022,

(a®> +v*+c*)?>0.

16 - solution | C3 + C3 — Cy, Ly« Lo+ Ly :

Da,b,c =

1

1
b
0

C

—a
—C

0 1
1—c
0 1
—a l1l-—c 1—|—b_(1_c) (1)

a

0

—C
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Groupe symétrique et déterminant

03%03—01,L1%L1+L3:

1—¢c O 0
Dope=(1-¢c)| 1 —c 0|=(1-c)?
0 a —c
1 2 n
1 1 1
(17 - solution ) L; « L; — L1 : Dy, = :
1 1 --- 1
Sin >3, Ly = L3 donc D,, = 0. Et sinon, on calcule élémentairement : Dy, = 1, Dy = —1.

Dy = (1+2%)Dy-1 — 22Dy

(D,,) est donc une SRL2, de polynéme caractéristique X2 — (1 +22)X + 22 = (X — 1)(X — 22).
> Sia?#£1: D, =527
> Sinon, D, =n + 1.

19 - solution | Développement par rapport a la derniére colonne : d,, = 1+ 2d,,_1. Suite arithmético-géométrique :

d, =2"—1.

n
20 - solution | Ly + Ly — > L : 2 —n.
k=2
21 - solution ) Pouri=n,n—1,...,2, on effectue les opérations successives L; < L; — L;_1. On développe alors

par rapport a la premiére colonne, dont seule la premiére ligne est non nulle, et on a D,, = D,,_;. Comme D; = 1,
onaVneN D, =1.

a+b 1 (0)
Notons D, = | * @+?
. 1
(0) ab a-+b
ab 1 (0)
, N N 0 a+b
Développement par rapport a la 1lére ligne : D,, = (a+b)D,,—1 — =(a+b)Dy—1 —abD,_s.
ab . 1
(0) ab a-+b

SRL2. Poly car : X2 — (a +b)X +ab= (X —a)(X — ).
> Sia#b: D, ="+ ub". Or, Dy = a+0b, Dy = a® +b?>+ab, donc Aa+ b = a+b et Aa® + ub?> = a? + b + ab.
Ly —bLy : Aa(a —b) = a*, A\ = - convient et = —-2;. Finalement : D,, = %
> Sia=0b:D,=(A\n+pu)a" Dy =2a, Dy =3a? donc A = pu=1. D, = (n+1)a".

> Sin =1, d; =sin(1).
> Sin =2, dy = sin(2)sin(4) — sin(3)? = —sin*(1).
> Sin > 3, en notant C; la j-éme colonne de la matrice associée, on a :
sin(1) cos(1)
C; = cos(j) + sin(y)
sin(n + 1) cos(n + 1)

Ainsi, I'image de la matrice est incluse dans le sev engendré par les deux vecteurs colonnes précédents, donc
son rang est < 2. Donc la matrice ne peut pas étre inversible et d,, = 0.

a+b (b)

(a) a+b
a+b (b)

b a4 0 - 0

Li+Li~Liy:D,=| 0 —b a

(0) .. —b a
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a+b —a (0)
b a+b —a
Ci(—Ci—Cl;lanZ —b
. . —a
(0) b a+b

Dév lere ligne puis lére colonne : D,, = (a + b)D,,—1 — abD,,_».
SRL2. Poly car : X? — (a +b)X +ab= (X —a)(X — ).
> Sia#b:D, =" +ub". Or, Dy = a+b, Dy = a®+b*+ ab, donc Aa+ pb = a+b et \a® + ub? = a® + b2 + ab.
Ly —bLy : da(a—b) =a® \ = ~4 convient et y = —ﬁ. Finalement : D,, = %

> Sia=0b:D,=(An+pu)a" Dy =2a, Dy =3a% donc A\ =pu=1. D, = (n+1)a™.

25 - solution 1. Vi € [2,n], L; + L; — Ly. Le développement par rapport a la premiére ligne donne alors une

somme de polynome de degré 1, donc D € R [X].
2. Selon 1, il existe a, 5 € R tels que D = aX + f.
> Supposons a # b. On observe D(a) = a™ = aa + et D(b) = b" = ab+ . Ainsi, a(a — b) = a™ — b™, soit

n n n n n n a nfl_anfl a—b" a nfl_anfl
o= aa:ll; - Bt ﬁ =a" — aaa:ll; == ab—+bab = = a—b ) Bref7 D(JJ) = a_Z z+ t a—b )
> Supposons a = b # 0. On observe D(a) = a™ = aa + 8 et D(0) = (—a)™(n — 1) (calculs)...

Ainsi, D(z) = a" 1 + (=1)" " Y(n — D]z + (=a)"(n — 1).
> Supposons a =b=0. D =0.

26 - solution > Premiére idée. On peut développer par rapport a la premiére colonne et trouver une sorte de

relation de récurrence... Trés long et fastidieux.

> Deuziéme idée. Développer par rapport a la derniére colonne.
Le mineur en facteur du terme en aj, est diagonal par bloc :

x (0)
-1 =z

_ (_1)n—1—kmk'

(0) -1

n—1
Dott P(z) = > (=1)"* 1 (—ap) (= )"~ 1Fak 4 (=1)2" (2 — apop)2" L = 2™ — 3 apat.
k=0 k=0

n
> Troisiéme idée. Astuce : Ly < > [y

k=1
0 0)  Qx)
n—1 -1 =z —ay
Alors, en notant Q(z) = 2" — 3. apa®, on a: P(z) =
k=0 R :
(0) -1 z—ap_1

En développant par rapport a la premiére ligne, il vient directement P(z) = (—1)""1Q(z)(-1)""! = Q(x).

1. Notons a, = det(A,).

a+n—1 (1)
(a+n—-1) A,
1 (1)
1) An—l
1 (1)

0) (Oé — 1) In—l
= (a+n—-1)(a—1""1,

(& <—ch

Qp, -

= (a—i—n—l)’(

A, est inversible ssi o ¢ {1 —n,1}.
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Groupe symétrique et déterminant

a+1l -1 -1
2. Avec la formule de la comatrice par exemple, si o ¢ {—2,1}, A3 = m -1 a+1 -1
-1 -1 a+1

28 - solution 1. (Ei,i)lgién U (E@j + Ej,i)léz(jén-

2. (Eij — Eji)i<i<jsn-
3. Dans la base issue de la concaténation des deux précédentes, ¢t a pour matrice :

Lt 0
2 .
0 —ITnm-n
2
Son déterminant est : det(t) = (—1)

AT = —A, donc det(AT) = (=1)2"F1 det(A) = — det(A). Or, det(AT) = det(A). Donc det(A) = 0.

1
LTI

30 - solution ) rg(AB) <rg(A4) < p < n, donc det(AB) = 0.
31 - solution | On observe facilement que ¢ est une forme n-linéaire alternée, donc il existe A € R tel que ¢ = A det.
€

Pour tout k € [1,n], on introduit (Ag;)iep1,n) € R™ tel que u(ex) = > Ap i
i=1

n(n—1)
2

Si A est de taille paire, le résultat ne tient plus : '

On calcule alors :

n
ple) = Zdet(eh...,ek,l,u(ek),ekJrh...,en)
k=1 ©

n n

= g dgt(elv-”vek—lag Ak,i€is €kgly - - €n)
k=1 i1
n

n
= Z Z Aii deet(el, e Ch1, €y Chtly -5 Cp)
k=11:1=1
n
= D e
k=1
= Tr(u).

On en conclut que ¢ = Tr(u) det.

32 - solution | C’est une application linéaire. Sa matrice dans les bases canoniques des ev est la matrice de Vander-

monde associée i xog,...,z,. Comme ceux-ci sont distincts, le déterminant est non nul donc la matrice est inversible
donc application est bijective.

33 - solution 1. -

2. (a) Calculer la dérivée (n — p)-éme de la relation de base puis évaluer en 0.

b) La matrice de Vandermonde est inversible, et multipliée par (A1,...,\,) " elle est nulle...
( ; pliée p

34 - solution ) Les trois vecteurs sont linéairement indépendants ssi ils forment une base de C? (puisqu’il y a trois

vecteurs dans C* qui est de dimension 3) i.e. le déterminant associé est non nul.
Calcul : ce déterminant vaut —(¢ + 2)(¢ — 1)2. Donc la famille est libre ssi t ¢ {—2,1}.

35 - solution ) On note D,, 'ensemble des dérangements de S,,, D;" l'ensemble des dérangements pairs et D;,
I'ensemble des dérangements impairs. On cherche le signe de s = |D;f| — |D;;|.

Or, | Df|= Y elo)et|D, | = > (—e(0)), desorte que s= > e(o)+ >, e(o0).

oceDY €D, oceDY €D,
) . .« .. o + -_— J—
Comme on a 'union disjointe D,, = D, UD,;, on a donc s = . (o).
oeD,

On observe, avec la définition du déterminant, que s = det(A4) o A = J —1,,, J désignant la matrice de .#,,(R) dont
tous les coefficients valent 1. Et on peut alors montrer que s = (—1)""*(n — 1).

Il y a donc plus de dérangements pairs que de dérangements impairs ssi n est impair.

Remarque : on peut d’ailleurs trouver explicitement |D}| et |D,, |, puisque |D)| + |D,;| = |Dn| = (n — 1)

n |’ n
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