Fractions rationnelles
Exercices

MATH

Arithmétique des polynémes

1 Yo

Expliciter le PGCD de X® — 2X4 —6X3 +8X2 +5X — 6 et X5 —2X4 —2X3 +4X2 4 X — 2.
2 eteir

Montrer que deux polynémes sont premiers entre eux si et seulement leur somme et leur produit le sont.

(3 *ww O )

Montrer que, pour tout n,m € N*, (X" — 1) A (X™ —1) = X" — 1,
(4 %% @ |

Soit P un polynoéme scindé sur K.
1. Montrer que, si P est a racines simples, P A P’ = 1.
2. Identifier P A P’ dans le cas général.

(5 *%x% O )
On pose Py =0, P =1et,pourtout n € N, Py0 = XP,11 — Pp,.
Montrer que (P,,) est une suite de polynomes & coefficients entiers dont on donnera le degré.
Montrer que : Vn € N\{0,1}, P? — P, 11 P,_1 = 1.

Verifier : Vn € N\{0,1}, P,_1 et P, sont premiers entre eux.

Montrer que : V(n,p) € (N\{0,1}) x N*, P4, = P,Ppy1 — P—1P).

Montrer que P, 1, A P, = P, A P, puis P, A P, = Ppxp-

otk W=

Décomposition en éléments simples dans R

(6 %t W | (10 %% & )
X® —3X%-3X X
A DES dans R(X) : .
DES dans R(X) : Xi_3x2_ 1" ans R(X) (X +1)2(X2+3X +2)
(7 *tk @& ) (11 %%t © )
X242 X
o ok A DE R(X) : ———.
DES dans R(X) : o X S dans R(X) X3 _1
(8 *wx ) (12 x%w ®
TXZ+4X — 4 Xtt1
P B DES dans R(X) : .
DES dans R(X) : “——5— ans ROX): v x 1 1)
(9w Extrait CCinP PSI 24 | (13 *#te a )
6X% 46X —4 CXT-XP - X% 42X

DES dans R(X) DES dans R(X) :

XS X2 X+ 1 X6 X4 X241

(14 **% =& O )

Soit P(X) = (X —1)" — X7 + 1. On note j = /3,
1. Calculer P(1), P(—j), P'(—j). Factoriser P dans R.

2. Décomposer en éléments simples sur R.

P(X)
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Décomposition en éléments simples dans C

(15 Hver 9 ) (17 e & )
) 1 X7T4+1

(16 %%t & O | (18 *x% = )

1 1
DES dans R(X) et C(X) : S DES dans C(X) : s~ 5y x - 1

DES dans C(X)

Applications de la décomposition en éléments simples

(19 *%cx & 9 )

. 4
) X(X+1)(X+2)

1. Décomposer en éléments simples dans R(X

2. En déduire :

€ N, la dérivée n-éme de la fonction rationnelle f: a2+ ——
(a) pour n a derivee n-eme de la 1onction rationne Ef xr x(x+1)($+2)

n

4
b N*,lavaleur de S, = >, —
(b) pour n € N*, la valeur de S, kZ::lkz(k—i—l)(k—i—Q)

4 dt
(©) pour € [1, ool la valeur de I, = |5 10—

, puis la limite de S,, quand n — +00;

, puis la limite de I, quand x — +oo.

(20 *sr%r 4 Mines-Telecom MP 19 )

1
X —1)2(X2—2X +5)

1. Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle (

z dt

2. Calculer, pour z € |—o0, 1], fo G- —2t+0) dt.

(21 #%% ® O |

J

Soit P € R[X], de degré n > 0, tel que P(0) # 0 et admettant n racines réelles deux a deux distinctes zj. Montrer :

n 1 1
; o P'(zy)  P(0)

Indications

[3 - indication] Idée rapide. Algorithme d’Euclide. Idée plus laborieuse. Avec la factorisation par les racines de

I'unité.

[ 5 - indication] 2. Voir que P? 11— P2 Py = P2 — P, 1 P,_1 en jonglant avec la relation de récurrence définissant
la suite (P,).

1 1
— et effectuer la dévision euclidienne de son numérateur par X2 + 1.

(12 - indication ) Simplifier : X(XZ11? X

[16 - indication] Déduire celle dans R(X) de celle dans C(X)...

1
[ 21 - indication ] Décomposition en éléments simples de 23
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Solutions

Posons P = X% — 2X* — 6X? + 8X2 +5X —6 et Q = X° — 2X* — 2X3 4 4X% + X — 2.
> Premiére méthode. Décomposer P et Q en produit d’irréductibles dans C.
P=(X-3)(X-12(X+1)(X+2) et Q= (X—-2)(X—-1)%(X+1)~%
On en déduit directement que P A Q = (X — 1)%(X +1).
> Deuzxieme méthode. Algorithme d’Euclide. On note Ry = P et Ry = Q.
<& R() :R1+R2 avec R2 = —4X3+4X2+4X—4
¢ R1::R2Q4*R3ayﬂngiifiXQ#*%Xf+E%legiiQ
Ainsi, PAQ est le polynome unitaire associé & Ry, c’est-a-dire PAQ = —1 Ry = X3—X?—X+1 = (X—-1)*(X+1).

(A+ B)ANA=1

(A+ B)AB=1"

Or, un polyndme est premier avec un produit de polyndmes ssi il est premier avec chacun des termes de ce produit.
Donc cette derniére assertion est équivalente & (A + B) A (AB) =1, d’ou le résultat.

Soient A, B € K[X]. D’aprés le lemme d’Euclide, A A B = 1 <= {

> Idée 2. Avec le procédé algorithmique d’Fuclide.
Notons r le reste de la DE de n par m : n = mg+r. Ona X" —1 = (X" —1)[ X" (XD ... 4 X 4 1)+ X"~
Ainsi, (X" —=1)A(X™—1) = (X™ —1) A (X" —1). On enchaine alors I’algorithme d’Euclide simultanément sur
les polynomes et les exposants entiers, qui s’arrétent en méme temps d’ou (X™ — 1) A (X™ —1) = X"\ — 1

> [dée 1. Avec la factorisation par les racines de 'unité.
Soient n,m € N*. On montre classiquement que X" —1 = [] (X —a).Onademéme X"—1= ][] (X — «).
aclU, acU,,
De ces deux décompositions en produit de polynoémes irréductibles dans C, on déduit :
xX"-DAX"-1)= J] X-a).

aelU, NU;,

Or, U, NU,, = Upam (exercice d’arithmétique), d’ou le résultat.

1. Supposons P & racines simples. Supposons qu’il existe D un polynoéme diviseur de P et P’
de degré > 1. Comme D divise P, D admet 'une des racines o de P pour racine. Et donc P’'(«) = 0, ce qui
contredit le fait que « est racine simple de P. Ainsi, PA P’ = 1.

2. Ecrivons P = a H (X — a;)™@) avec a € K, r € N*, o € K et m(oy) > 1.

Quitte a 1ntervert1r les «;, on peut supposer que ceux pour lesquels m(al) > 2 sont numérotés 1,...,s et ceux
pour lesquels m(«;) = 1 sont numérotés s + 1,...,r (avec r = s 8’il n’y a aucune racine simple pour P).
S

On aalors P’ = Q ] (X —a;)™@)~1 ot Q est un polynoéme qui ne s’annule en aucun des c;. On peut introduire
k=1

t

la forme irréductible de @ dans K : Q = [[ (X — 8;)"%) ot les B, sont racines de multiplicité n(8;) de P’;
j=1

naturellement, ces 3; ne sont pas racines de P.

On a ainsi les factorisation irréductibles de P et P’ :

S

t
—aH —a;)™) et P’ = adeg(P) <H(X—a yme) = 1) H (X — B;)™B)

k=1
s

On en déduit que P A P’ = [[ (X — a;)™@)~1. Ce qui peut se reformuler : P A P’ = [ (X — a;)™(@) =1,
k=1 k=1

L. Degré : n.

2. Récurrence : clair pour n = 2.
Pour I’hérédité, on peut voir que :
P2 —PyoP, = (XP,—Py1)’— (XPo1 — PP,
= X?P?-2XP,P, 1+ P}, —XP, 1P, + P2
= X°?P?-2XP,P, 1+ P>, - X(XP,— P, 1)P, + P2
= X?P?-2XP,P, 1 +P: | - X*P?+XP, P, +P?
= Poi(=XPy+ Ppa) + P}
= P2_P,1P, 1.
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3. Bézout.
4. Fixer n et récurrence sur p.

5. D diviseur commun a P, et P, : divise P, Pp;1. Mais P,1 A P, =1, donc Ppy1 A D =1, donc d’aprés le
lemme de Gauss, D | P,. Ainsi, D divise le PGCD de P, et P,.

Réciproquement, un diviseur commun & P, et P, divise P, P41 = —FP,,—1 P, = P4, donc divise P, A Pp4p.
Supposons p < n et posons n = pg+r la DE de n par p. Alors P,AP, = P,_p AP, = Py_op APy =--- = P.\P,.
Alors si on note ag = n, a; = p, et as,...,ak, 0 les restes successifs dans I’algo d’Euclide pour le calcul de nAp = ay,
ona: P, NP, =P, NPy, = =P, NPy =P, = Pyrp-
5
DE: X2 =X + oo On note F(X) = sy
Th de DES : il existe a,b,¢,d € R tels que F(X) = ‘;{51‘1’ +x= + Xi“.

> F' est impaire donc b =0 et c =d.

> Cache : c= L

10°
> Observation de la limite en +oo de 2F(z) : 0 =a+ ¢+ d donc a = —%.
. X°-3x%-3X X — X 1 1
Bilan : X4 3x7o1 = X T X — X T oseern T o=y T ke

. X242 _ 2 1 3
pems s Sl G =l e ey 2
. 7X%44X—4 2 1 1 | 1
8 - solution YT — X2 X3 o x T xE

deg(6X? +6X —4) < deg(X?® — X? — X + 1) donc la partie entiére est nulle.
X3 — X? — X +1s’annule en 1, on peut factoriser : X? — X? — X +1=(X —1)(X%2-1) = (X — 1)*(X +1).
D’aprés le théoréme de décomposition en éléments simples sur R(X), il existe a, b, ¢ € R tels que :

a b c
F(X)_X—1+(X—1)2+X+1'

Technique du cache : b =4 et ¢ = —1.
En considérant la limite lorsque x tend vers 400 de zF(x), on obtient a + ¢ = 6, donc a = 7.

: X _ 1 1 X
10 - solution ) xiyxrrsxss) = axs1) — AXFD? (XT3N
11 - solution > Idée 1. On écrit a priori, dans R : X3 = %7+ %

1

3"
< Evaluation en 0 : 0 = —1 —1— v donc v = %

<> Immeédiatement : o =

< On multiplie par X et on prend la hrmte en +00: 0= % + B donc B = —

1 X-1
X—1)  3(X2+X+1)°

> Jdée 2. Passer dans C avec racines toutes simples. Et regrouper les conjugués.

12 - solution ) Th de DES : Ja, 8,7, 0,e € R, xivatiy = % + ¥20 + ooviiane-

Méthode du cache : o« = 1.

1
3-

X _
Donc w5— = 5

Ensuite, on peut simplifier : % -%= —@(;jigff)%.
Or (DE de 2X2 +3X +2par X2+ X +1) : 2X2+3X +2=2(X2+ X +1) + X.

X441 1 2 X

Dot : x5y = % — xopxar — orxan
13 - solutlon On commence par la partie entiére. Par DE, % =X+ W_xm
On note F' = m
Stratégie 1. On décompose F(X) dans C(X) et on en déduira la décomposition dans R(X).
> Factorisation : X6 — X% — X2 + 1= (X — 1)?(X + 1)*(X —)(X +1).

> D’aprés le théoreme de décomposition en éléments simples dans C, il existe un unique (a,b, ¢, d, e, f) € C° tel
que :
X a b c d e f

s XX )X+ X-1 X+41 X121 X=X 1i

< F est a coefficients réels donc f =€
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< F est impaire, doncb=a,d= —¢, f =e¢ (donc e € R).

1/8 1/8 1/8 X/4

< Cache:c:%etefl Doudff%etf

A 1/8 1/8 /8 _
¢ Acestade, F'= x5 + %5 + 52 — gz T b eriall e sl cu il s ey il o en i ¢
On multiplie par X et on prend la limite en 400 : 0 =2a+ 3 1 donc a= —l

00

: L XT-XP-X3y2X X
Bilan : “r=er=er - = X — ooy — soorn *osoeonr — soornr T

Stratégie 2. On décompose directement F(X) dans R(X).
> Factorisation : X6 — X4 — X? +1=(X —1)2(X +1)%(X2 +1).
> D’aprés le théoreme de décomposition en éléments simples dans R, il existe un unique (a,b, ¢, d, e, f) € R tel
que :

P X _a n b . c n d eX+f
X -D2(X+1)2(X2+1) X—-1 X410 (X-1)2 (X412 X2+1°
< F est impaire donc b =a,d = —c, f = 0.

¢ Cache:c=1 Doud——g

e _ X
<> On simplifie : FI(X) — (X 0z S(X}H)z = RO
<> Cache : a*ff Doub*ff

< On multiplie par X et on prend la limite en +00 : 0 =a+ b+ e donc e = i.

—X5_x349X _ 1 1 1 1 X
On trouve egalement W =X — S(X—1) - 8(X+1) + 8(X—1)2 - 8(X+1)2 + 4(X2+1)'

1. On calcule : P(1) = P(—j) = P'(—j) =0.

On en déduit que :
> 1 est racine de P;

> —j est racine multiple de P, ce qui entraine également que —j est racine multiple de P, puisque P € R[X].

De plus, 0 est racine évidente de P. Par conséquent, P se factorise par X (X — 1)(X + 7)%(X + )%
Par ailleurs, P est de degré < 7 puisque les termes de degré 7 se télescopent.
Le coefficient de degré 6 dans P est —7, donc P = —7(X — 1)(X +j)%(X +j)°.
En regroupant les termes conjugués : P = —7X (X — 1)(X? — X + 1)%
2. D’aprés le theoreme de décomposition en éléments simples sur R, il existe un unique (a, b, ¢, d, e, f) € RS tel que

1 cX+d eX+f
P X+X 1t xe—xt1 T —xs2

> Observation du type « parité ». On observe la transformation X — 1 — X : FI-X) = PO

Comme (1 - X)?2—(1—-X)+1=X?—-X + 1, cela entraine :
—b —a —cX +(c+d) —eX+(e+f) a b cX +d eX+f

Xt x 1T xr T oxye X X1 XXt (Xt

Par unicité de la décomposition en éléments simples : —b=a, —c=c,c+d=d, —e=ceet e+ f = f, soit
b=—-aetc=e=0.

> Technique du cache : a = 1; et, a fortiori, b= —1.
> A ce stade, on a = B(ﬂ—;i—i—ﬂ dX+1 + x= _j;(H)Q,soit :
—17 =V d f

XX -1D)(X2-X+1)2 X(X-1) X2-X+1 v (X2 - X +1)%
On multiplie par X? et on prend la limite en +00 : 0 = —1 4+ d, donc d = 1.

> On finit par évaluer en —1 ce qui permet d’obtenir —ﬁ 7 + 2 57 T % + Lz soit f = =

i L1111 1 1
Bilan : 5 = 7 (X X1t xxa T (X2—X+1)2)'
Remarque : on peut s’en sortir sans la remarque sur la transformation X — 1 — X, en passant par la décom-
position sur C par exemple, mais c’est plus calculatoire...

15 - solution | Notons F' = m

> deg(F') < 0, donc la partie entiére est nulle.
> Factorisation dans C[X] de Q = X+ X2+ X +1 = (X 4+ 1)(X —)(X +1).
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> D’aprés le théoréme de décomposition en éléments simples dans C, il existe un unique (a,b,c) € C? tel que
_ b
F=xF+x5+x5
> Comme F € R(X), c=b.

> Technique du cache : a =

1 14
setb= T

S & = A
2(X+1) — A(X—i)  A(X+i)-

Finalement, F' =

Comme on veut décomposer dans C(X) et dans R(X), on commence par la décomposition dans
C(X) et on en déduit celle dans R(X).

> Dans C(X). D’aprés le théoréme de DES; il existe «, 8,7, 9, e € C tels que :

o« B vy n ) n €
X X—i (X—9)?2 X+i (X+14)2

Comme F(X) € R(X), =Bete=7.
Cache : a=1,v= 7.

; oo 1 i i _ (X°+1) _ X R _1
On simplifie : F/(X) — 5 — IXo T Iy = XooTr = X Cache : 8 = —3.
. . .

=

Bilan : X(X%-H)? =x " ax—py T 4(Xz—i)2 Te &) 4(Xl+i)2 -
> On déduit celle dans R(X) de celle dans C(X) en développant, :

1 1 X .
< T2(X—i)  2(X+9) T X2zx1o
& i _ i ___ X

A(X—0)2 T A(X+i)e2 [CEENER

Ainsi,m:§7mfﬁ.
Notons que l’on peut décomposer dans R(X) directement...
D’apreés le théoréeme de DES, il existe a,b,c,d,e € R tels que F(X) = m =%
Cache : a = 1. Pour les autres coefficients, deux stratégies.

dX+e
+1)2°

> On isole et on simplifie.
On simplifie : F(X) — % = % DE : —X?-2X = -X(X?+1)—X. Donc ZX2+12)§ = fxgi_l — (X2)j-1)2'

> (On observe parité, limite, évaluation...

< On note que la fonction est impaire de sorte que ¢ = e = 0.
< En prenant la limite en +0o de XF(X), z'l vient 0 =1+ b donc b= —1.
< En évaluant en 1, il vient —i =1- % + 4 1, soitd=—

. 1 -+ __Xx X
Dans tous les cas, on a obtenu : X(XZF)? = X T X241 (042

17 - solution # =X?+2iX -3 3 4 o 1+1)2 +3+ % - &
i _ 1
18 - solution ) Notons F' = sw—samxs—axrrx—1-

> deg(F') < 0, donc la partie entiére est nulle.
> Factorisation dans C[X] de Q@ = X° — X* 4+ 2X% —2X2 + X — 1= (X — 1)(X —4)?(X +14)%
> D’aprés le théoréme de décomposition en éléments simples dans C, il existe un unique (a, b, ¢, d, ) € C° tel que
=
X1

b c d e
xm vt T xm T e
> FeR(X)doncd=bet e="=C.

> Technique du cache : a = i et c = %. A fortiori, e = %.
N _ 1. X+42
> Ensuite, ' = F' — 355 — (XC Ak (Xil)Q = ZXQH
Cette derniére fraction rationnelle est égale a > + ( xy2- Méthode du cache : b= =2 Bt d = =22

: _ 1 1—24 1414 1427
Finalement, F = g5y — g(x25 T s0¢-07 ~ 8004 T s067-

; 4 _ 2 4 2
19 - solution L s =x x0T xz

2. (a) Soit @ € R. On observe que la fonction h : z — 1 est de classe ‘500 sur R* et Yn € N, Vo € R*,

h(”)(,’lj) = (;11,):1’”!. On en déduit que f LT = m = % - z+1 + 2 est de classe (g ur

R\{-2,-1,0} et Vn € N, Vo € R\{-2, 1,0}, f()(z) = 2(-1)"n! (xnhl - (x+1)n+1 + (M)m).
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(b) Soit n € N*. Avec la DES et par télescopage :

n

4
S, = -
" ; k(k+1)(k +2)
"1 "1 "1
- (yiey )
(k:lk ikt k+2
1 1 1 1 1
= 2(1+=—-2-—
2 2 n-+1 n-+1 n-+2
B 1 N 1
o n+1 n-+2
1

Par conséquent, S,, — 1.
n—-+oo

(c) Soit x € [1,+00[. Avec la DES, on a :

z 4 dt z dt z dt z dt
L= ————=2| ——4| —+2| —— =21 —41 1)+21 2)+41n(2)-21 .
1t(t+1)(t+2) J1 t L t+1+ L t+2 n(z) n(z+1)+2In(z+2)+41n(2) n(3)

On réécrit : I, =In ("”2("””)2) +1In (1796)‘

(z+1)*
22 (2+2) 2a? ) 16
OI"; (z+1)* Iﬁ,\jroo wmf ~1—=1. 0OA: I, z~>—+>oo In (?)
20 - solution 1. D’aprés le théoréme de DES; il existe un unique quadruplet (o, 8,7,9) € R* tel que m =

o 8 X435
x—1 T -z T @ 2x+s-

> Cache : ﬁ:i.

1 4—(X%-2X+5) —(X-1)*2 —1/4

(X71)2()§272X+5) TAX-1)? T A(X—1)2(X2-2X+5)  A(X—-1)2(X2-2X+b) _ (X2—2X+5)"

1 . 1/4 1/4 i N 1
» (FoTP(XT—2XT5) = (Xo1? — (XT—2X75)" Autrement dit : a =0=17, f = 3 = —0.

2. Soit © € |—o0,1[. f:t —
définie. . . .
Avec la DES : [ f(t) dt =4 7o — 1] S

T 1 ]°
1 =z
> fo -2 = [ tq}o =1z

> f:tz_‘% = [4 Arctan (551)]7 = L Arctan (252) + 4 Arctan (1).

> On simplifie :

Bref

WM est continue sur |—oo, 1] donc sur [0,z donc lintégrale est bien

Conclusion : j:f(t) dt = 375 + £ Arctan (251) + 1 Arctan ().

n
21 - solution | Comme les racines de P sont simples, on peut écrire la DES : % => X"_’ka, avec ap = %. 1
k=1

suffit alors d’évaluer en 0.
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