Algeéebre

Exercices

MATH

Lois de composition interne et groupes abstraits

1 ooy 2 WRew
Etudier la loi (a,b) + a® + b? dans R. Soit A € R. Etudier la loi (a,b) — \(a + b) sur Z.

3 W

Etant donnés deux vecteurs u; = (21,91, 21) et us = (2, ya, 20) de R?, on définit le produit vectoriel :

uAv = (Y122 — Y221, 21T2 — 22%1, T1Y2 — T2Y1)-

Etudier la loi A sur R>.

(4 *%% O )

Soit (E,*) un monoide. On dit qu’un élément x € E est :

> régulier G gauche lorsque : Vy,z € E, (xxy=x*z = y=z).

> régulier 4 droite lorsque : Vy,z € E, (yxx =zxx = y=2).

1. Montrer qu’un élément inversible de (F, *) est régulier a gauche et a droite.

2. Soit F un ensemble non vide. On considére I’ensemble E = F¥ muni de la loi o et on fixe f € E.
(a) Montrer que f est régulier & gauche ssi f est injective.

(b) Montrer que f est régulier & droite ssi f est surjective.

5 evrw

Pour tout (z,y) € R?, on pose z x y = /23 + y3.
1. Montrer que (R, %) est un groupe.
2. Qu’en est-il si z*y = /2™ + y” avec n € N*7?

(6 »ww v |

On définit la loi x sur R en posant : zxy = + y — xy.

1. Etudier la loi *. (R, ) est-il un groupe ?
2. Montrer que (R\{1},*) est un groupe abélien.

3. Pour tout € R et tout n € N, calculer (™) = 2 % --- x z.

(7 *%te ® )

ty .
est un groupe abélien.
142y

Montrer que | — 1, 1] muni de la loi définie par z xy =

Groupes et sous-groupes

(8 Wit ¥ |

Montrer que I’ensemble des fonctions impaires de R dans R est un groupe pour ’addition usuelle.

9 Yy

Soit n € N*. Montrer que I’ensemble des permutations de [1,n] admettant 1 comme point fixe est un groupe.

10 Yo

Montrer que .#,,(Z) est un groupe pour la loi +.

(11 #ww ® )

Les ensembles suivants sont-ils des groupes pour la loi x usuelle (les deux derniers s’appuie sur le chapitre sur le
déterminant) : GL,(R), GL,,(Q), GL,(Z), GL,,({0,1}), {M € A4 ,(R), det(M) = 1}.
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(12 *x#% = )
Montrer que ’ensemble {x +yV3, zeN, yeZ, 2*>—3y> = 1} est un sous-groupe de (R+*7 x).

(13 %% & ® |

1 -1
On consideére les applications de R\{0,1} dans lui-méme définies par : fi1(z) = =z, fa(z) = 12 fa(z) = i —
1 T )
falz) = = fs(x)=1—x, fe(x) = T Et on pose G = {f;, i € [1,6]}.

1. Montrer que (G, o) est un groupe. Est-il abélien ?

2. Quels sont les sous-groupes de G ?

(14 woe v )
Soit G un groupe. On appelle centre de G lensemble : Z(G) = {z € G, Yy € G, zy = yx}.

1. Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G.
2. A quelle condition sur G a-t-on Z(G) = G?
3. Identifier Z(S5) ou S3 est groupe symétrique usuel.

(15 *wk v ]

1. Soient n et m des entiers premiers entre eux supérieurs ou égaux a 2. Montrer que U,, UU,, n’est pas un sous-
groupe de (C*, x).
—+o0
2. Montrer que 'ensemble U = |J U,, est un sous-groupe de (C*, x).

n=1

(16 *%x ¥ )

Soient H, K deux sous-groupes d’un groupe G.
Montrer que H U K est un sous-groupe de G ssi H C K ou K C H.

(17 *%% ® |

Soient H, K deux sous-groupes d’un groupe G. On pose HK = {hk, h € H, k € K}.
Montrer que H K est un sous-groupe de G ssi HK = KH.

(18 #vw ® )

Soit H un sous-groupe d’un groupe (G, ). Pour tout g € G, on appelle CLASSE A GAUCHE de g modulo H ’ensemble
g*xH={g*h, he H}.
Montrer que les classes a gauche modulo H forment une partition de G.

(19 *%x ¢ )

Soit G un groupe tel que Vx € G, 2% =e.
1. Identifier I'inverse d’un élément quelconque de G.
2. Montrer que G est abélien.
3. *%%x O On suppose que G est fini et contient au moins trois éléments distincts.

(a) On suppose qu’il existe un sous-groupe H de G, strict ({e} # H # G) et fini de cardinal p. Soit g € G\ H.
On note usuellement gH = {gh, h € H}. Montrer que H U gH est un sous-groupe de G de cardinal 2p.

(b) Justifier existence d’un sous-groupe de G de cardinal 2 et en conclure que le cardinal de G est une puissance
de 2.

Morphismes de groupes

20 yeww

Trouver tous les morphismes de groupes de (Z,+) dans (Z,+).

(21 wivr ® ¢ |

1. Soit G = {—1,1}2. Pour tous (z,y), (2',y’) € G, on pose (z,y) x (z,y") = (x2',yy').
Justifier que (G, x) est un groupe et proposer un tableau a double entrée décrivant la loi x.

2. Montrer que Uy et G ne sont pas isomorphes.
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(22 *vwx 9
Soit G' un groupe. Pour a € G, on pose : Vb € G, 7,(b) = aba~!.

1. Montrer que 7, est un automorphisme de G.
2. Montrer que 7 : a — 7, est un morphisme de G dans (S(G), o), ’ensemble des permutations de G.
3. Montrer que Ker(7) = Z(G) ou Z(G) = {a € G, Vb € G, ab = ba}.

Anneaux et sous-anneaux

23 v

L’ensemble D des nombres décimaux est-il un anneau pour les lois + et x usuelles? Un corps?

(24 v @ )

Soit r € R. Montrer que Z[r] = {a +br, a,b € Z} est un anneau pour les lois + et x usuelles ssi il existe un polynome
unitaire du second degré et a coefficients entiers ayant r pour racine.

25 Yevewr

Montrer que Z[v/2,v/3] = {a + bv/2 + ¢\/3, a,b,c € Z} est un groupe pour la loi + usuelle sur R. Est-ce un anneau
pour les lois + et x usuelles ?

26 Yevewr

Soient (A, +4, X4) et (B,+p, xp) deux anneaux non réduits a leur élément nul. Pour tout (ai,b1), (az,b2) € A x B,
on pose :

> (a1,b1) + (ag,b2) = (a1 +4 az,b1 +p ba2);
> (a1,b1) X (a2,b2) = (a1 X az,by Xp by).

Montrer que (A x B, 4+, X) est un anneau non intégre.

(27 vite ® 9 )

Soit (A, +, x) un anneau tel que Va € A, a® = a.
Montrer que, pour tout a € A, 2a = 0 et en déduire que A est nécessairement commutatif.

Morphismes d’anneaux

(28 v ¥ |

Notons S = CV.

1. Justifier que S est un anneau pour les lois usuelles + et x.
Montrer que ’ensemble B des suites complexes bornées est un sous-anneau de S.
L’ensemble D des suites complexes divergentes est-il un sous-anneau de A7

Montrer que ’ensemble C' des suites complexes convergentes est un sous-anneau de S.

Uk W N

Montrer que ’application lim : C' — C est un morphisme d’anneaux non injectif.

(20 %% ® )

Soit (A, +, X) un anneau. On pose, pour z,y € A, zly=c+y+letzxy=axxy+x+y.
Montrer que (A, L, %) est un anneau isomorphe a (A, +, x).

(30 %x%% ©Q Indicatrice d’Euler |

Pour n € N*, Z[" désigne la classe d’un entier « pour la relation de congruence modulo n, on note (F,,, +, x) anneau
usuel associée a cette relation de congruence et on pose p(n) = |FX|.

1. Calculer, pour p € P et o € N*, o(p®).

2. Soient n,m € N* premiers entre eux. On note f : F,,,,, — F,, xF,, I'application définie par f(z"™) = (", zl™)).
Montrer que f est bien définie et réalise un isomorphisme d’anneaux. En déduire que p(nm) = ¢(n)p(m).

3. Exprimer ¢(n) selon la décomposition primaire de n.
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Groupe des inversibles

(31 #wex @ )

Soit n € N*. On rappelle que la relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z.
Pour tout k& € Z, on note k la classe d’équivalence de k et on note Z /nZ = {k, k € Z}.
Enfin, si k,h € Z,on pose k + h=k+het k x h=Fk x h.

1. Justifier que Z /nZ = {k, k € [0,n — 1]}.
Montrer que (Z /nZ,4+, X) est un anneau commutatif.
Etudier lintégrité de (Z /nZ,+, x) dans les cas n =2, n = 3 et n = 4.

Montrer qu’un élément k de Z /nZ est inversible ssi k An = 1.

CUR N

Application. Résoudre ’équation d’inconnue n € Z : 26n = 9 [45].

32 ke

On pose Z[v2] = {a +bV2, (a,b) € K*}.
1. Montrer que Z[v/2] est un sous-anneau de R.
2. Pour tout (a,b) € Z?, on pose N(a + bv/2) = a® — 20°.
(a) Montrer que Va1, s € Z[v2], N(z122) = N(21)N(x3).

(b) En déduire que a + by/2 est inversible dans 'anneau (Z[v/2], +, x) ssi a et b sont des entiers satisfaisant a
une équation de Pell-Fermat : a® — 2b% = +1.

(c) Justifier que v/2 n’est pas inversible, que 3 + 2+/2 est inversible et expliciter son inverse.

(33 x%x% ® QO |

Soit A un anneau. Un élément a de A est dit nilpotent lorsqu’il existe n € N tel que a™ = 0.

1. Montrer que, si a est un élément nilpotent de A, alors 1 — a est inversible.

2. Soient a,b € A. On suppose 1 — ab inversible.
(a) On suppose également ab nilpotent. Montrer que 1 — ba est inversible et expliciter son inverse sans symbole
somme.
(b) Montrer que ce dernier résultat tient encore si ’on ne suppose plus ab nilpotent.

Corps

(34 swe ¥ ]
Montrer que Q[v/2] = {a + bv/2, a,b € Q} est un corps pour les lois usuelles.

35 kv

Montrer que Q n’a pas de sous-corps strict (pour les lois usuelles).

(36 *%w ® v |

Montrer qu’un anneau intégre fini et commutatif est un corps.

Indications

[6 - indication] 3. Conjecturer.

[ 7 - indication] Loi de composition interne : fixer un parameétre et faire une étude de fonction avec 'autre parameétre
comme variable.

[11 - indication} Formule de la comatrice pour l'inversion pour les deux derniers.

[12 - indication} Observer que, en notant a = = + /3y avec z € Net y € Z, si a € G, alors |yv/3| < z.

[13 - indication} 1. Groupe « trés fini » : dresser le tableau de la loi. 2. Inutile de tester les cardinaux 4 et 5 :
théoréme de Lagrange, MP.

[15 - indication] 1. Théoréme de Bézout. 2. Stabilité par x : élever & une « grande puissance ».
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(17 - indication] Penser que I'inversion d’un produit renverse ’ordre des termes.

[18 - indication} Observer la relation binaire sur G : Vg1, 92 € G, g1 ~ go <= g1 g5 ' € H.

[19 - indication} 3.a. Stabilité par * : distinguer les cas z,y € H, x € H et y € gH... Puis justifier que H et gH
ont méme cardinal.
3.b. Raisonner par ’absurde et appliquer 3.a.

EZI - indicationj 2. Observer le carré des éléments de G.

[ 27 - indication ] Développer le carré d’une somme.

[29 - indication] Observer ¢ : x — x — 1.

[ 33 - indication ] Observer 1 +a+a?+ ...

[36 - indicationj Si a est non nul, observer la fonction ¢ : z +— az.
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Solutions

1 - solution | Ici, non associative, commutative, pas d’élément neutre.

Lci ssi A € Z. Supposons A € Z pour la suite.
Cette Ici est clairement commutative pour toute valeur de \ € Z.

> Si A =1, x est addition usuelle : (Z,+) est un groupe.

> Sinon, pas d’élément neutre, pas d’associativité.

3 - solution | Lci, non associative, non commutative (anticommutative, en fait), pas de neutre.

1. 1l suffit d’appliquer l'inverse & gauche ou & droite...

2. (a) Supposons f régulier & gauche. Soit 1,25 € F. Supposons f(x1) = f(x2). Observons les fonctions
constantes g : x — xy et h:x — x9. Ona fog= foh, donc g =h, donc x; = x,.
Supposons f injective. Soient g, h € E. Supposons fog= foh. Soit z € F. Alors f(g(z)) = f(h(x)).
Par injectivité de f, g(z) = h(x). Ceci étant vrai pour tout « € F', on a donc g = h. Donc f est réguliére a
gauche.

(b) Supposons f régulier a droite. Soit y € F. Supposons par ’absurde que y n’admette aucun antécédent.
Fixons z; et 25 deux éléments de F distincts et définissons g et h en posant g(x) = h(x) = x si © # y et
g(y) =z1 et h(y) = x2. Ona go f = ho f, donc nécessairement g = h et x; = o, ce qui est absurde. Donc
f est surjective.

Supposons f surjective. Soient g, h € E. Supposons go f = ho f. Soit © € F. Par surjectivité de f, il
existe t € F tel que z = f(t). Alors g(x) = g(f(t)) = h(f(t)) = h(z). Donc g = h. Donc f est réguliére a
droite.

1. On vérifie que :
> la loi est interne puisque la racine cubique est définie sur R.
> Associativité. Dés que ¢ € R, \%3 =t. Donc pour z,y,z € R, % (y x 2) = {’/m = (xxy)*z.
> Neutre : 0.
> Inversible : tout élément x est inversible d’inverse —zx.
> Commutativité directement issue de la commutativité de 4+ dans R.

2. Si n est impair, les mémes arguments fonctionnent.
Mais si n est pair, seul 0 est inversible car Vz,y € R*, 2™ 4+ y™ > 0 donc x * y # 0. Donc (R, %) n’est pas un
groupe.

1. On vérifie

> % est une lci : immédiat puisque si z,y € R, zxy € R;

> % est associative puisque si z,y,z € R :
(xxy)*z = (x4+y—ay)*z = x+y—ayt+z—(v+y—ay)z = a+yt+z—ary—vz—yztayz = ox(y+z—yz) = xx(y*z).

> commutative puisque l'expression de x x y est symétrique en z et y;
> de neutre 0.
Cependant, 1 n’a pas d’inverse puisque 1 xy = 0 <= 1 = 0, impossible. Donc (R, %) n’est pas un groupe.
2. 11 faut montrer que sur R\{1}, les points précédents sont encore vérifiés (et que tout élément est inversible).

> x est une lci : immédiat puisque si z,y € R\{1}, zxy—1=a4+y—a2y—1=(x—1)(1 —y) # 0 donc
xxy € R\{1};

> % est associative et commutative par héritage de ces propriétés vues sur R;

> de neutre 0 pour la méme raison;

> sizeR\{l},alors e xy=0<= z+y— 2y =0 < y(1 — x) = x, équation qui a toujours une (unique)
solution.

3. Récurrence : 2™ = 3~ (})(—1)""1z*. Calcul : 2™ =1 — (1 — z)" (plus facile & démontrer par récurrence...).
k=1

> x est interne. Soit x €] — 1,1[. Posons f(y) = lﬁ;yy. f est bien définie sur | — 1,1, puisque si

y €] —1L1[, —zy < |zy| = |z|ly| < 1, donc 1 + xy > 0. f est alors dérivable sur | — 1,1[ en tant quotient de
polynome dont le dénominateur ne s’annule pas et Yy €] — 1, 1], f'(y) = 1+ff;jy(§2+y) = (1(_1‘?9&;?) > 0. Ainsi, f

est strictement croissante, de limite —1 en —1 et 1 en 1. Bref, Vy €] — 1, 1], frxyy el —1,1].
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> x est associative. Soient x,y,z €] — 1,1] :

Yy
_ (wxy)tz  Ggay T zdytz(ldey) | zdytztaye
¢ (x*y)*z T lt(@ry)z T 14 11;;1;2 T ltazy+(zty)z T l4aytyztaz”
S wx(yxz) = s = e+ _ a(ityn)tyts _ ctytetoyz
J T Trelyx2) T Thegtz | Tyzte(yte) T Tteytyztez

On contate que (zxy) * 2z = x * (y * 2).
> % posséde un élément neutre : 0.

> x est évidemment commutative puisque + et X sont commutatives sur R.
1l suffit de montrer que c’est un sous-groupe de (R*, +).
C’est un sous-groupe de S,.
C’est un sous-groupe de ., (R).
> GL,(R) : oui, cours.

> GL,(Q) est un sous-groupe de GL,(R).

> GL,(Z) : pas stable par inversion. Par exemple, 21,, € GL,,(Z) mais son inverse, + I,,, n’est pas dans GL,,(Z).

' 3
> GL,({0,1}) et {M € #,(R), det(M) = 1} sont des sous-groupes de GL,(R), en utilisant la formule de la
comatrice pour l'inversion.

12 - solution | Notons G cet ensemble.

> Déja, G C R, Soit a € G : il existe (z,y) € Nx Z tel que a = = + yv/3 et 22 — 3y?> = 1. Forcément, = # 0. Et
comme z € N, z € N*. Alors 3y2 =22 — 1. Alors 3y2 < 22 donc —y\/§ < |y\/§\ < x donc a > 0.
Et, évidemment, a # 0 sinon v/3 serait rationnel... Ainsi, a € R,
> 1=1+0/3€G.
> (G est x-stable.
Soient a,b € G. On écrit a =z +yv/3et b=z+t\V/3 avec z, 2z € N, y, t € Z et 22 — 3y> =1 = 22 — 3t%.
Alors ab = (x + yv/3)(z + tV/3) = (zz + 3yt) + (yz + 2t)V/3.
< On a évidemment yz + xt € Z.
¢ On a aussi évidemment 2z + 3yt € Z. Et, comme précédemment, vu que |yv/3| < z et [tv/3] < 2, on a
—3yt < |3yt| < xz, donc xz + 3yt > 0. Ainsi 2z + 3yt € N.
& (z2+3yt)? — 3(yz + at)? = (2% — 3y?) (22 - 3t%) = 1.
> L’inverse de a = = + y\/g dans R est x — y\/g, qui est bien dans G.

13 - solution 1. Posons E = R\{0,1}. On sait que (E¥,0) est un groupe non abélien. On commence donc par

montrer que (G, o) est un sous-groupe de (E¥ o).
> f, =1dg € G.

> (G est stable par o et par inversion en observant le tableau de la loi :

~|filfo|fs|fa|Ss | Je
LA ol s falfs] fo
folfo| s | il fe| fal S5
sl s filfo| fs| fol] fa
Jo | Ja | s | fe | 1| fo] f3
fs | fs | fe | fa| f3| f1] fo
Je | Je | Ja | s | o | S| N

Tous les éléments du tableau sont des éléments de G donc G est stable par o; et fi est présent sur chaque
ligne et chaque colonne donc G est stable par inversion.

Donc (G, o) est un groupe.
Par contre, foo fy = fo # f5 = fa o fo donc G n’est pas abélien.

2. Les sous-groupes : on les construit par cardinaux croissants.
> {f1} est le seul sous-groupe de cardinal 1.
> Un sous-groupe de cardinal > 1 contient f; et d’autres éléments.
< {f1, f4} est un sous-groupe.
< {f1, 5} est un sous-groupe.

<> {f1, f¢} aussi.
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< Par contre, §’il contient fy ou fs, il contient leur carré donc 'autre...

> De cardinal 3 : {f1, fa, f3} est le seul sous-groupe de cardinal 3. En effet, s’il contient deux des trois fy, f5,
fs, il contient forcément fs.

> Théoréme de Lagrange : pas de sous-groupe de cardinal 4, 5.

> @ est le seul sous-groupe de cardinal 6.

14 - solution 1. On vérifie les trois points usuels.

> Le neutre e commute évidemment avec tous les éléments de G donc e € Z(G).

> Z(G) est stable par *. Soient z,y € Z(G), alors pour tout z € G, (zy)z = z(yz) = z(zy) = (x2)y = z(zvy).
Donc zy € Z(G).
> Z(Q) est stable par inversion. Soit € Z(G), montrons que 2~ € Z(G). Soit donc z € G.
Comme x € Z(G), on a en particulier xzz=1 = 271z, De fait, (vz=1)7! = (7o) 7!, soit 2~
r71 e Z(Q).
Ainsi, Z(G) est un sous-groupe de G.

L — =12 Ainsi

2. Z(G) = G ssi tout élément de G commute avec tous les autres éléments de G i.e. G est abélien.
3. Z(S3) = {1d}.

15 - solution 1. Raisonnons par 'absurde en supposant que U, UU,, est un sous-groupe de (C*, x).

D’aprés le théoréme de Bézout, il existe u,v € Z tels que mu +nv = 1. Alors £ + 2 = -L-_On peut donc écrire

S2um  2umw -2 . . - 2w
e'"n e'm = e'nwm. Et comme les deux termes du produit sont dans U,, UU,,, on a forcément e'»m € U,, UU,,,

Cox \ T Lo
ce qui est absurde puisque (eli?) =eim # 1 car m # 1.
On montrerait plus généralement que Uy, UU,, est un sous-groupe de C* ssim | n oun | m.
2. > 1 est dans Uy, donc dans U.

> Stabilité par x. Soient a,b € U. Il existe m,n € N* tels que a € Uy, et b € U,. Alors :
(ab)™ ™™ = (a™)" (b")™" = 1,

donc ab € U4, C U.
> Stabilité par inversion : immédiate.
Donc U est un sous-groupe de (C*, x).

16 - solution Evident.

Supposons que H N K soit un groupe. Supposons par l'absurde que H ¢ K et K ¢ H. Alors il existe h € H\K
et k € K\H. Et forcément, h,k € HU K donc hk € HU K.
> Si hk € H, alors h = h™'(_hk ) € H, absurde.
~ N~
€H ¢H
> Si hk € K, alors h = ((hk ) k! € K, absurde.
—~ =~
€K €K
Bref, dans tous les cas on a obtenu une contradiction.

17 - solution Supposons que H K est un sous-groupe de G. Montrons que HK = KH.

> Soit *+ € HK. Comme HK est un sous-groupe de G, x~! € HK. Donc il existe h € H et k € K tels que
r7! = hk. Et alors z = k—'h™' € KH.
> Soit € KH. Soient h € H et k € K tels que = kh. On écrit © = (_ek )(_he ) € HK puisque HK est un
] N~

€HK €HK
groupe.

Supposons que HK = K H. Montrons que HK est un sous-groupe de G.
>ec= e x e € HK.
— —~—
€H €K
> Soient x,2’ € HK. Montrons xz’ € HK. Soient h,h' € H etk, k' € K tels que x = hk et 2’ = h'k’. Alors
xx’ = hkh'k'. Or, kh) € KH = HK, donc il existe b/’ € H et k" € K tels que kh/ = h"k".
Ainsi z2’ = Wb k'K € HK.
N~
€H €K
> Soit © € HK. Soient h € H et k € K tels que = hk. Alors z™ ' =k 'h~' ¢ KH = HK.

18 - solution | On définit la relation binaire sur G : Vg1, g2 € G, g1 ~ go <= g1 % g5+ € H.

C’est une relation d’équivalence. Ses classes d’équivalence sont exactement les classes a gauche, et forment donc une
partition de G.

8 /12


j.verliat.free.fr

Algébre

19 - solution 1. Siz € G, zx =e donc z™! = 2.

2. Soient z,y € G. Selon la question 1, (zy)~! = xy, soit y~taz~! = xy, soit yz = zy.
3. (a) On vérifie les trois points.
> ¢e€ H doncee HUgH.
> Stabilité par inversion : immédiat puisque 27! = x...
> Stabilité par * : soient x,y € H UgH.
< Siz,y € H, évidemment xy € H C HUgH.
< Sixze Hetye gH, on écrit y = gy’ avec y' € H, et alors par commutativité de G :

xy =xgy =gry € gH C HUgH.

< Six € gH ety € H, on fait de méme.
< Six,y e gH, il existe ',y € H tels que x = gz’ et y = gy’. Alors :

vy = gr'gy = g*z'y = g2’y € gH C HU gH.

Bref, H U gH est stable par .

Ainsi, H U gH est un sous-groupe de G.
Le cardinal de gH est le méme que celui de H par bijectivité de h +— gh. De plus, H N gH = &, sinon il

existerait z, 2’ € H tels que x = ga’, soit g = x2’ € H, ce qui est absurde. Ainsi, le cardinal de H U gH est
bien 2p.

(b) Il existe g € G\{e}. Alors H; = {e, g} est un sous-groupe de G de cardinal 2.
Raisonnons ensuite par ’absurde en supposant que le cardinal de G n’est pas une puissance de 2.
> On considére le Hy précédent, de cardinal 2. Hy # G, sinon Card(G) est une puissance de 2.

> On applique le procédé de la question précédente : Hy = H; U g1 H;, sous-groupe de cardinale 22.
H; #G...

> Et ainsi de suite. On construit ainsi une suite de sous-groupes (Hy) de G, de cardinal 2¥, qui tend vers
+00. Absurde, puisque G est fini.

Donc Card(G) est une puissance de 2.

Analyse. Si ¢ est un morphisme de groupes de (Z,+) dans (Z,+), alors ¢(0) = 0. Posons a = ¢(1).

Reécurrence : Vn € N, o(n) = an Et pour n € Z™, ¢(n) = —¢p(—n) = an.
Syntheése. Pour tout a € Z, k — ak est bien un morphisme de groupes...

21 - solution 1. C’est un groupe puisque c’est un groupe produit. Et le tableau de la loi :

~ (1,1) (1,-1) (-1,1) | (=1,-1)
(1,1) (LY | 4,-1) | (=L1) | (=1,-1)
(17_1) (17_1) ( ’1) (_17_1) (_171)
=Ly | LY L= ] (L) (L, -1
(=1,-1) | (-1,1) | (-1,-1) (1,1) (1,1)

2. On constate que Vo € G, 2 = (1,1). Donc si f : G + Uy est un isomorphisme de groupes, alors :

fl@)? = fa*) = f((1,1)) =1.

Donc le carré de tout élément de Uy est le neutre 1, ce qui n’est pas le cas puisque i2 = —1 # 1.

1. Soit a € G.
> 7, : G~ G puisque G est un groupe.
> Soit by, by € G. T4(b1by) = abibsa™t = abja=tabsa™! = 7,(b17,(b2).
Donc 7, est un morphisme de groupe. Montrons qu’il est bijectif.
On prouve successivement injectivité et surjectivité.
< Montrons que 7, est injectif. Soit b € Ker(7,). Alors 7,(b) = ¢ <= aba™! =e <= b=a"ltea =e.
Donc Ker(7,) = {e} et 7, est injectif.

< Montrons que 7, est surjectif. Soit ¢ € G. En posant b = a~'ca, on a directement 7,(b) = ¢ donc 7, est
surjectif.

On peut simplement résoudre I'équation 7,(b) = c.
Soit donc ¢ € G : 74 (b) = ¢ <= aba™! = ¢ <= b= a"lca.
L’équation admet toujours une unique solution, donc 7, est bijective.
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On peut observer que 7, o 7,-1 = Idg donc d’aprés le théoréme de neutralisation, 7, est bijective.
2. D’aprés la question 1, 7: G — S(G). Il reste a prouver que 7 est un morphisme.
Soient ay, a2 € G. T(ajaz) est définie par :

Vb e G, 1(ar1a2)(b) = Ta,a,(b) = alagb(alaz)_l = alagbaglafl = Tu, (Tay (b)).

Ainsi, 7(a1a2) = 7(a1) o 7(az).

3. Soit a € G. a € Ker(1) <= 7(a) =1ldg <= Vb€ G, aba ! =b <= Vb e G, ab=ba < a € Z(G).

23 - solution | Oui. Non car 3 € D mais % ¢ D.
24 - solution > Supposons que Z[r] soit un anneau. Alors r € Z[r], donc r? € Z[r] donc il existe

a,b € Z tels que 7> = a + br. Ainsi, r est racine du polynéme unitaire du second degré & coefficients entiers
P(X)=X?-bX —a.

> Supposons qu'il existe a,b € Z tels que 72 + ar + b = 0. Montrons que Z[r] est un sous-anneau de R en
vérifiant les les trois points.

1=1+0r € Zr].

Soit (z1,22) € Z[r]. Il existe donc ay,by,az,ba € Z tels que x1 = a1 + bir et x5 = as + bor. Alors
xr1 — To = (a1 — az) + (bl — bg)?“ c Z[T], car ay — ao,by — by € Z.

Soit (x1,x2) € Z[r]. Il existe donc ay, by, as, by € Z tels que x1 = ay + bir et x5 = ag + byr. Alors :

T1X2 = aiaz —+ (a1b2 —+ (Lgbl)’f’ —+ b1b2T2

= (a1a2 — bblbg) + (CleQ + agby — ablbz)’l“ S Z[\/iL car ajas — bb1ba, a1by + asby — abiby € 7.

Donc Z[r] est un sous-anneau de R, donc c’est un anneau.

> On vérifie les deux points.
0=0+0v2+0v3 € Z[V2,V3].
Soit (1,x2) € Z[v/2,V/3].

Il existe donc a1, by, c1,as,bs,co € Z tels que 1 = aq + bl\/i-i- Cl\/g et 9 = ao + bz\/ﬁﬁ- CQ\/g.
Alors ©1 — x9 = (a1 — ag) + (b1 — bg)\/i—i- (61 — CQ)\/g S Z[\/i, \/g], car a; — as, by — bs,c1 — co € 7.

Donc (Z[/2,v/3], +) est un sous-groupe de (R, +), donc c’est un groupe.

> (Z[v/2,v/3], 4, x) n’est un anneau car ce n’est pas un sous-anneau de (R, +, x).
En effet : v/2,v/3 € Z[v/2, /3], mais v2 x /3 = v/6 ¢ Z[\/2,/3]. Justifions-le par I’absurde : supposons donc qu’il
existe a,b € Z tels que v6 = av/2 + by/3. Tl est clair que a # 0 et b # 0 (raisonnement par ’absurde immédiat).
Alors 6 = 2a? + 3b2 + ab\/é, soit 6 — 2a2 — 3b% = ab\/6 ou encore /6 = W. Ainsi, V6 serait rationnel, ce
qui est absurde.

26 - solution | Anneau : cf. groupe produit...

Non inteégre : (04,1p5) X (14,05) = (04,05) donc A x B n’est jamais intégre.
27 - solution > Soit a € A. a et 1 commutent forcément puisque 1 commute avec tout élément de A, donc
(a+1)?=0a*>+2a+1.0r, (a+1)>=a+1et a® = a, donc 2a = 0.
> Soient alors a,b € A. On a (a +b)? = a®> +b> +ab+ba. Or, (a+b)?> =a+b, a®> = a et b*> = b, donc 0 = ab + ba,

soit ab = —ba. Selon la question 1, 2ba = 0 donc —ba = ba. Finalement, ab = ba. Ainsi, A est commutatif.
28 - solution 1. Elément neutre pour ’addition : la suite constante nulle ; élément neutre pour la multiplication :
la suite 1.

2. ..

3. Non : la suite constante égale & 1 n’est pas dans D!

4. ...

5. Opérations algébriques : lim(u + v) = lim(u) 4+ lim(v) ; lim(uv) = lim(u)lim(v); lim(1) = 1. Non injectif car
(1/n) et (—1/n) convergent toutes deux vers 0 mais ne sont pas égales.

29 - solution > (A, L, %) est un anneau. Son neutre pour L est —1; son neutre pour * est 0.

> ¢ :x+— x — 1 est un isomorphisme d’anneaux.
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30 - solution 1. F¥ désigne 'ensemble des nombres premiers avec n. Or, pour k € [0,p* — 1] :

EApY=1 <= kAp=1.

Les éléments non inversibles de Fpa sont donc les multiples de p : 0, p, 2p, (p® — 1)p. Il y en a p®~!. Donc
p(p*) =p* —p*~".
2. > Soient z y € Z tels que "™ = 7"l On a donc z = y [nm], donc z = y [n], soit ™ = 7", Et, de méme,

zlm = g™l Ainsi f est bien définie.
> f est un morphisme d’anneaux car :
s fd nm]) 1 T 1[ ])
s sihkeZ fhrk™™) = fa"™ + £ (&
& sih ke, fRE™™) = FR™ N pE™).
> Ker(f)={0 nm]} donc f est injective (lemme de Gauss).
> |Fpm| = nm = |F,||F,,| donc f est bijective.

Donc f est un isomorphisme d’anneaux.
On en déduit que F,, = f~1(FX x F), donc p(nm) = p(n)p(m).
3. ¢(n) =TI (™' (p-1)).

peP

31 - solution 1. Cours.

2. Le neutre pour + est 0, celui pour la loi x est 1.

[nm
)

3. Intégre sin = 2 et n = 3. Pas intégre sin =4 car 2 x 2 =4 = 0.
4. Théoréme de Bézout.
5

. Algorithme étendu d’Eulcide : on trouve —19 x 26 + 11 x 45 = 1. Donc linverse de 26 dans Z /457 est —19 qui
est congru & 26 modulo 45. Autrement dit, 26 est son propre inverse. Alors : 26n = 9 [45] <= n = 9 x 26 [45]
= n =234 [45] <= n =9 [45].

L’ensemble des solutions est {9 + 45k, k € Z}.

1. On montrer que
1=1+0v2¢€ Z[V2].
Soit (21,22) € Z[v/2]. 1l existe donc ay,by,as,bs € Z tels que o1 = a; + b1v/2 et xo = ag + bay/2. Alors
x1 — 23 = (a1 —az) + (b1 — by)V2 € Z[ﬂ], car a; — as, by — by € Z.
Soit (z1,x2) € Z[\/i] Il existe donc aq,b1,as,bs € Z tels que 21 = a1 + b1V/2 et x5 = as + byv/2. Alors
T2 = (ayag + 2b1by) + (a1by + agby)V/2 € Z[\/2], car ajay + 2b1bo, a1bs + asby € 7Z.
2. (a) Soient x1,2 € Z[v/2]. Il existe donc ay, b1, as,bs € Z tels que 21 = a1 + b1V/2 et x5 = as + boy/2. Alors :

N(z1xs) = N((araz + 2b1bs) + (arby + agb1)V'2)
= (apag + 2b1b2)2 —2(a1by + a2b1)2

a2a2 — 2a%b% — 2a3b? + 4b2b>

(al - 25%)(“2 - 2b§)

= N(z1)N(22)

(b) Par double implication.
> Siz =a+by2 vérifie N(z) = %1, alors 2~ = “&é’f = +(a—by/2) € Z[\/2] donc x est inversible dans
(Z,+, x).
> Réciproquement, si z est inversible dans Z[v/2], alors il existe 2o € Z[v/2] tel que zao = 1. A fortiori,
N(zxo) = N(z)N(x2) =1, donc N(z) est inversible dans (Z, x), donc N(z) = £1.
(¢) > N(v2) = —2# +1 donc /2 n’est pas inversible.
> N(3+2v2)=9—8=1donc 3+ 22 est inversible.
> ﬁ =3 -2V2.

1

ne
33 - solution 1. Soit a € A nilpotent. Soit n € N tel que a™ = 0. Posons x = Y_ a*.

k=0
n—1
On calcule (1 —a)z = Y (a* —a**1) =1 —a" = 1. Et de méme z(1 —a) = 1. Donc 1 — a est inversible d’inverse
k=0
n—1
(1—a)"t=Y d~
k=0
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2. (a) Comme ab est nilpotent, il existe n € N tel que (ab)™ = 0. Alors (ba)" ™! = b(ab)"a = 0. Donc d’aprés la
n n—1
question 1, 1 — ba est inversible et (1 —ba)™! = > (ba)* =1+b ( (ab)k> a=1+b(1—ab) la.
k=0 =0

o

(b) Posons = 1+ b(1 — ab)~ta. On vérifie :
> (1 —ba)r=1—ba+b(1—ab)"ta—bab(l —ab)"ta=1—ba+b(l—ab)(l—ab) ta=1—ba+ba=1;
> z(1 —ba) =1 de méme.

Ainsi, 1 — ba est inversible d’inverse 1 + b(1 — ab)'a.

34 - solution | On montre facilement avec la caractérisation que Q[v/2] est un sous-anneau de R. De plus, il hérite

de la commutativité et de I'intégrité de celle de R.
Soit = € Q[v/2]\{0}. On pose a,b € Q* tels que = a + b/2. Alors a® — 2b> = (a — bv/2)(a + bv/2) # 0 et on peut
écrire : . b
a
= +\/§a2—2b2 € Q2.

z a2 — 2b2

Ainsi, tout élément non nul de Q[v/2] est inversible dans Q[v/2], donc Q[v/2] est un corps.

35 - solution | Soit K un corps contenu dans Q.

> 1 € K puisque K est un sous-anneau de Q.

> 0=1-—1 € K pour la méme raison.
n
> Pour tout n € N*, n= 3" 1€ K.
k=1
> Pour tout n € N, —n € K, donc Vn € Z, n € K.
> Pour tout n € Z*, n € K\{0} = K*, donc 1 € K.
> Enfin, dés que (n,m) € ZxN*, n € K et % € K selon précédemment, donc > =n x % cK.

On en conclut que Q C K et donc que K = Q.

36 - solution | Il reste & montrer que tout élément non nul de cet anneu est inversible. Soit @ un élément non nul.

¢ : & — ax est injective, car Ker(¢) = {0}. Comme A est fini, ¢ est forcément bijective donc 1 admet un antécédent,
d’ott le résultat.
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