Anal‘se asymptotique

Exercices

MATH

Entrainement aux développements limités

1 ¥esese (8 *wt W |
DLg(0) de Arcsin. DL3(0) de In (1 + e*).
2 friete (9 *%x ® |
DL, (0) de YA FZ = V1= DL;(0) de In(2 + sin(z)).
X
(10 *we )
(3 xt% ® ) — ‘ 10 ki
1+ DLj (Z) de sin(x).
DL3(0) de Arctan <1 — x)
. \ (11 *%x ¢ )
4 Jkk @ DLi(1) de ln(Qx)'
DL3(1) de Arctan. x
: (12 v )
(5 % ¥ Mines-Telecom MP 23 ) . 12 Yook
1 DLo(1) de =
DL - . 2 .
3(0) de 50 In(z)
(6 wwrer & ) (13 kvt )
DL3(0) de es™(®). DL3(0) de /3 + cos(x).
— (7 x#%# . ENSEA/ENSIIEMP 23) (14 *k* )
DL5(0) de o=, DLg(0) de (tan(2))° ((cos(z))" —1).

Développements limités plus théoriques

(15 *x%x% ® © |

On considére la fonction f définie sur R par f(z) =z —In (1 + 2?).
1. Montrer que f est une bijection de R dans R.
2. Sa bijection réciproque f~! admet-elle un DL3(0) ? Si oui, le calculer.

Limites de suites

(16 w9 ] 18 et
. 2n - 3" . e+m\"”
Calcul 1 . i 3 in(n!
alculer lim oo Calculer ngrfoo n(n+1) < 3 > +sin(n!) Arctan(n).
17 oo (19 ot v ]

on |
Calculer lim . Calculer lim (2n)
n—+oo 2" nlnm

(20 %%x% & O Centrale PC]

€T n
Posons, pour tout n € N*, u,, = (1 + 7) . Déterminer lim u,, lorsque x € R puis lorsque z € C.
n
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Equivalents de suites

(21 o 9

Donner un équivalent simple et la limite éventuelle de (y/n — [In(n)]7/2 4 sin(n)).

(22 s @ |

Donner un équivalent simple et la limite éventuelle de (v/n+ 1+ /n).

(23 #wte v )
Donner un équivalent simple et la limite éventuelle de (vn+1— /n).

(24 v 9 )

(- CO: (13%)) cos () )

Donner un équivalent simple et la limite éventuelle de <
w3 —1

(25 *¥¥ CCinP MP 23 (banque))

1. On considére deux suites numériques (u,, et (v, telles que (v, )nen €st non nulle & partir d’un certain
q neN neN q € 1%

rang et u, n;jroo Up .

Démontrer que u, et v, sont de méme signe & partir d’un certain rang.

1 1
2. Déterminer le signe, au voisinage de 'infini, de : u,, = sh () — tan <>
n n

(26 *%* =« |

Calculer lim n? ((n + 1)#1 _ ni>

(27 *xx% O X-ESPCI )
On pose ug € [0,7] et Vn € N, uyp1 = sin(uy).

1. Montrer que (u,)nen €st une suite décroissante de limite nulle.

. 1 . .
2. Déterminer une valeur de m € N* telle que — — —— admette une limite finie non nulle quand = — 0.
si T

1
"™ (x)
3. On admet le résultat suivant (Maths-MP et Option Info-MPSTI).

Si (vy,) est une suite telle que vy, e o(1), alors kX::l vk = o(n).

En déduire un équivalent de u,, quand n — +o0.

Comportements asymptotiques de suites

C28 Yevvve  Extrait CCinP MP 25 (banque))

. 5 & 7T I A . , . .
Prouver que, au voisinage de +oco, mvn? +n+1=nn+ 5 +a—+ 0| — | ol a est un réel que 'on déterminera.
n n

(29 **xx ¥ ]
Pour n € N, n >3, et x € R’ on pose : f,(z) =z —nln(z).

1. Soit n > 3. Montrer que f, s’annule en deux réels, notés u,, et v,, qui vérifient u, < n < v,.

2. (a) Montrer que Vn > 3,1 < u, < e.

(b) Montrer que f,(tn+1) = In(up41); en déduire que (u,,) est décroissante.
(c) Montrer que (u,) converge vers 1.
1
(d) Montrer que u, —1 ~ —.
n—+oo n

Donner la limite de (vy,).
Montrer que Vn > 3, nln(n) < v, < 2nln(n).

Montrer que v,, ~ nln(n).
n—+o00o
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(30 *vex & )

Soit x € R fixé. On pose : Vn € N*, u,, = cos — | .
vn

Donner la limite (u,) et un équivalent de w,, — e /2 lorsque n tend vers +oo.

(31 *%* O Centrale MP 19 |
Pour n € N\{0, 1,2}, on pose P, = X" —nX + 1.
1. Montrer que, pour tout n € N\{0,1,2}, P, admet exactement deux racines x, < i, dans R**.

2. Etude de la suite (Tn)n>3-

1
(a) Montrer que (z,,)n>3 est décroissante et x,, ~ —.
n

1
(b) Déterminer un équivalent de x,, — —.
n

3. Etude de la suite (¥, )n>3-
(a) Montrer que (yn)n>3 converge vers une limite ¢ & déterminer.

(b) Déterminer un équivalent de y, — /.

Limites de fonctions

32 Yot (36 %% TPE-EIVP )
£/ T __ 2
Calculer lim Yoo —© . In(In(x))
o400 T f e~ Calculer : lim —————.
z—e g2 —3ex + 2e?
(33 %oe @ )
. In(x)
Calculer : lim 5= (37 *%% ® = CCinP PC )
In(z)
1= 34 Kk Calculer : liH%J (ev oitat _ Sin(x)) :
Calculer : lim ————. o
a—1 Arccos(z)
(35 %rt 71/ (38 %%% ® & CCinP PC )
T b x
Sia,b e R™, calculer lim (a s ) . Calculer : lim z2e'/* —{/x6 4 325 + z4.
x—0 2 xr—+400

Equivalents de fonctions

(39w ¥ ) 41 Ko
. . In(1 1 1

Donner un équivalent simple en 0 de M Donner un équivalent simple en +oo de In <n(:c+))

Vsinz Inx

40 Kok (42 x%% ¥ )
L. . ™\~
Donner un équivalent simple en (5) de tan(z). Trouver un équivalent simple en 0 de 2% — sin”(x).
43  kyrye

Donner un équivalent simple de (x + 1)In(z) —zln(z+1)en:0 ; +oo ; 1.

Equivalents plus théoriques

(44 *%ve ¥ )

Soit (a,b) € (E)Q. Soient f, g deux fonctions réelles définies au voisinage d’un élément a et ¢ une fonction définie au
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voisinage de b. On suppose que f(x) — bet f(x) ~ g(x).
€T a r—a

On cherche a savoir si la proposition suivante est vraie : p(f(z)) ~ ¢(g(x)).
r—a

1. La relation est-elle vraie si ¢ : x — /2 7

2. (a) Montrer que cette relation est vraie si b =1 et ¢ = exp.
(b)

(a)

(b)
)

(c) Cette relation est-elle vraie en général si ¢ =1n?

Cette relation est-elle vraie en général si ¢ = exp?
3. Montrer que cette relation est vraie si b = +00 et ¢ = In.

Montrer que cette relation est vraie si b =0 et ¢ = In.

Comportement asymptotique de fonctions

(45 swee 9 ]

In(1 —
Soit f ¢ s DL¥ D) 7T

Aprés avoir trouvé le domaine de définition, montrer que la courbe ¢ de f au voisinage de + = 0 admet une tangente
To et étudier la position relative de € et To.

(46 *wtc |
(46w

In(1+2)—2 22
SOitf:$l—>%+*.
x
Aprés avoir trouvé le domaine de définition, montrer que la courbe ¢ de f au voisinage de + = 0 admet une tangente

To et étudier la position relative de €% et 7o.

(47 *vex 9 )

Onpose f:x—Va2l+ax+1—uz.
1. Etudier le domaine de définition.
2. Dresser le tableau de variations.

3. Etudier les asymptotes éventuelles.

(48 *wete |
(48w

Etudier les asymptotes obliques de f : z +— /23 + 522 — z + 1.

Indications

[3 - indication] Primitivation.

[4 - indication] Translation et primitivation.

[ 9 - indication] Factoriser dans le In par 2 et appliquer les relations additives-multiplicatives de In.

[14 - indication] Voir qu’il suffit de faire le DL & 'ordre 4 pour le premier terme du produit, et & 'ordre 5 pour
le second.

[ 15 - indicationj 2. Formule de Taylor-Young. Puis poser a priori le DL de f~! avec une partie réguliére arbitraire
sous la forme : f~1(y) = ay + By* +vy> + o(y®) et observer I’égalité de neutralisation f~1(f(z)) = .

[19 - indication] Formule de Stirling.

[20 - indication] x € R : notation exponentielle. x € C : notation exponentielle pour 1 + .

[29 - indication] 2.b. Comparer fp,(unt1) et fr(ug).
2.c. Raisonner par ’absurde.
3.c. Raffiner ’encadrement précédent en utilisant v,, = nln(v, ), puis appliquer le théoréme des gendarmes.
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[31 - indication] 2.a. Signe de P, y1(x,)? Puis passage a la limite dans P, (z,) = 0. 2.b. (nz,)" =7
3.a. Montrer que £ = 1 en raisonnant par 'absurde.
3.b. Composer (en justifiant) par In de part et d’autre de la relation y” ~ n.

[36 - indication] Se ramener en 0 ; factoriser par e dans le logarithme.

[37 - indication] DL3(0) de In (eV eitat _ sin(:v)).

1
[38 - indication] Poser h = — ; factoriser par h?; DLy(0) de facteur restant.
x

[42 - indicationj Factoriser par ® puis DL.

(44 - indication ) Etudier la limite en a de —-"2
v
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Solutions

Aresin' (@) = (1=9%) 712 = 145 4 fat 4 fa o+ o(a”).

xr

. .. . . 5

Par primitivation : Arcsin(z) =, 123 + 32% 4+ 3527 4 o(28).
r—

DL ustel  VITF = 145 % 4 £+ oeh)
Par substitution de = par —z : VI —2 = 1—% — % - % + o(x?).
z—0

Par somme, V1 +z—+/1—2 = x+ ﬁ—i—o x3). Apreés factorisation par x et division : yite-vizz _
’ z—0 8 * E

—

f 2+~ Arctan (%) est dérivable sur R\{1} et f'(z) = 17 =, 1 22 + o(x?).
T—

Comme f(0) = 7, on obtient, par primitivation : f(x) o T4 — %3 + o(z3).

On commence par poser t = 14+t:t=x—1 — 0. On a alors Arctan(z) = Arctan(1 4 t), ce qui
Tr—

définit une fonction f : ¢+~ Arctan(l 4 ¢) dérivable sur R et :

2
T 2
, 1+ +o(a?).

! ! L1 Ly S 2+ (t%)
= = - = - — _— o]
1+ (1462 2+2t+1t2 21+t+§ t—0 2 2

fi(t) =

en ayant posé u =t + % — 0.
t—0 ) 5
Par théoréme de primitivation : Arctan(l +¢) = 7 + L+ L 40(8).

Retour & z : Arctan(z) = T+ 251 — # + % +o((z—1)3).

r—1
On propose deux stratégies.
) . et 1 _ 1 1
> DL d’un produit. On écrit : o= = 97 X =%

<> DL usuel : H% 201—x+x2—x3+0(x3).

z—
1 _ 1.1 _ 1 2 a8 ) 1 s 3 5
¥ o Tars x;0§(1+§+%+%+0($ )) o2t it E g o)
- 1 _ 11 3.2 _ 5.3 3
Par produit : 75— To2 T at Tt gt + o(z?).
> DL d’une somme aprés DES. Par DES (élémentaire, technique du cache) : m = 11_% + %

1 _ 1 _1,.32 5.3 3
0 @) , 502 1T T 87~ 167 + o(z?).

On sait : sin(z) =, “"—; +o(z3) — 0.
T—r

Or,e* = 1+u+ % + “—; + o(u?). Par substitution et troncature : ¢*™(®)
uU—

Déja,  — e°5(*) est € paire, donc elle admet un DL (0) dont les coefficients d’indice impair sont

nuls. De fait, la partie réguliére du DL;(0) est égale a la partie réguliére de son DL4(0). Ainsi, il suffit de déterminer
son DL4(0).

. 2 4 . ; _ 22t 4 _a? 2t 4
On sait : cos(z) = 1 — Z- + £ 4 o(z*). On substitue : e°*(®) = el =T+ +0(@") = ge=F +irtol@),

Par linéarité, en reprenant les DL précédents :

zol—i—m—l—%mz—l—o(ﬁ).

T—r

On pose u = _L; + %i +0(z°) — 0. Or, e* = 1+u+ —“22 + %.3 + —gi +o(u*), donc, aprés substitution et troncature :
x—0 u—0
_ 2 4 4 _ 2 4 5
ecos(x) =, e—22? + 2a* + o (2%). Et on conclut que e=(*) = e—Sx? + gt 4 o0 (7).

On propose trois stratégies.

> Par primitivation. f : x — In(1 4 e*) est dérivable et Vo € R, f'(z) = ﬁ% = H-%
—x _ 1 z2 2 / _ 1 _1 1 _z _ 2® 2
Or,e™ =1—-2+ % +o(z?) donc f'(x) = e — 21z rtew) On pose u = § — & + o(z?) —
Comme - =1+ u+ u® 4 o(u?), on obtient par substitution et troncature : f'(x) o 1424 o0(2?).

Par primitivation, f(z) = F(0)+ 5 + ‘LSQ + o(x?) = In(2) + 5 + "’%: +o(z?).
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> Par composition. On sait que e* = L+o+ % ° 42 —I— o(z?). On substitue :
x—

z?
22
= In(2(1 — 4+ —
n( < +2+4+12+ o(x )))
2 3
= In2)+In(1 — 4+ — .
n()+n< +2+4+12+ o(z ))
On pose alorsu:%+%+%+o(as3) — 0. Comme In(1 4 u) = 7“72+“?+ o(u®), on obtient, aprés
z—0 u—0

substitution et troncature : In (1 + 35+ % + ”1”—; + o(x3)) = iz + 1952 + 0 (2%).
) z—0 2
On conclut que In(1+¢e*) = In(2) + 3z + g2 + o (2?).
z—0

> Avec la formule de Taylor-Young. f : x +— est de classe €°° sur R et :

1+ g

& vxeR, f’(z):l_ew: =, donc f'(0) = 3;
¢ Vo eR, ["(x) = ey, done [7(0) = §;

¢ ¥z ER, f(x) = S, donc f(0) = 0.

D’apres la formule de Taylor-Young, f(x) = In(2) + 4 + §2° + o(z?).
Tr—r
9 - solution ] On sait que sin(z) =, ‘%f + o(z?). On substitue :
z—

In(2 +sin(z)) = In <2 +x— %3 + 0(13))

I

5
7 N

[N}
7N

—

+

— o s

+ \
8 >—l‘i~g
[\ w

+

)

—

8

w

S~—
N——
N———

I

+
=3
/N
l\D\
»—l‘a
[\ w
+

Q
—
8

w
S~—
N~

1;3

On pose alors u = £ — £ + o(z?) = 0. Comme In(1 + u) =, U= % + “; + o(u?), on obtient, aprés substitution et
u—

z—0 2

troncature:ln( —|—%—“—2+ o(x )) = to— 4% — Lat 4+ o(aP).
sin(z)) —Oln( )+ sz — g2 — Lt + o (2%).

On conclut que In(2 +

10 - solution ) On pose u =2 — Z — 0. sin(z) = sin (u
=7

Avec les DL usuels, on obtient par linéarité : sin(z) = v2 (1

-5
FrEE-H-F@-9 -Fe-D+

) = g(sin(u) + cos(u)).

z?
6

Retour & z : sin(z) =
z—

Posons u =2 —1 "= 0. On a alors f(z) = ) lﬁ(iii? =In(1 +u)(1 +u)~?
z—
DL usuels :
> In(1+u) ujOU—%Q—F%J—“f—FO(u‘*);

w13

> (14 u)~2 =, 1 —2u+ 3u? — 4u® + 5u* + o(u?).

uU—r
Par produit et troncature : f(z) = u— 2u?+ 2u® — ot + o(u?).
u—0

Retour a = : f(z) = (x—1) = 3(z —1)? —i—%(m—l)s T —1)*+0((xz—1)%).

12 - solution | Posons u =z —1 — 0 Comme In(1 + u) = U “; + “?3 +o(u?), on a:
T T—

f(x)—x_l— U B u _ 1
In(z) In(1+u) u—0 ¢ — %2 + % +o(ud) u=0 1 — L4 %2 +0(u2)~

2

Posons v = ¥ — % + o(u?) —, 0. Comme . S ltvt v? +0(v?), on a f(x) Solt 3u— 15u* + o(u?).
Retour a z : f(z) = 143 (x—l)—ﬁ(a:—l) +o((z—1)%).
r—1
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2 1/2
13 - solution ) Ona: cos(x) :0 = " +o(®). Donc \/3 + cos(x \/ Z 4o(z?) = 2 (1 — L 4 o(a? )) .
—

_ 1 1
Or, (1+u)1/2uiol+%u+o(u)uiol+§u+0( 2), donc 3+cos() 302 2+O( = 2—§x2+0( 3).

14 - solution | On observe déja que tan(x) ~ x, donc tan®(x) ~ 2, donc le premier terme dans son DL,,(0) sera

3. De fait, il suffit de développer le DL(0) de [cos x}wz — 1 & Pordre 5. Et, compte tenu de la parité, on effectue ce
DL(0) a 'ordre 4 :

cos™ () —1 = exp <:c2 In <1 _2y 0(:63))) —1

Ensuite, par imparité de tan, tan(z) = = + o(2?), donc tan?(z)

X
On peut alors effectuer le produit : tan3(z) (cos® (z) — 1) = —Z- +o(a®).

15 - solution 1. f'(z) > 0 donc f est strictement croissante, continue de R dans R : f bijective.

2. Au voisinage de 0, f est ¥ et f’ ne s’annule pas donc f~! est ¥°° au voisinage de 0 : via Taylor-Young, f~!
admet un DL3(0) : f~(y) = ay + By® + vy> + o(y?).
Or, en notant * = f~1(y), y = f(z) = — In(1 + 2%) = x — 22 + o(2?) ; d’ot1 par composition :

v=f"y) = al@—2?)+Bx -2+ —2*)?®+o(a”)
= az+(B-a)z? + (v —28)2° + o(z?).

Par unicité du DL3(0) de x, il vient : « =1, 8 =1 et v = 2. Ainsi f~1(y) =y + 3> + 24> + o(¢?).
16 - solution ) Comme |%| < 1, 0ona Z: = (2)" — 0 donc 2" = o(3"). Ainsi v, ~ %2~ ~ —1, puis v, — —1.
17 - solution ) Par croissances comparées, n = o(2") puisque 2" = ¢"'"(?) avec In(2) > 0. Donc s,, ~ g—z ~ 1. De

fait, s, — 1.
¢£T > 1, donc par croissances comparees n(n+1)% = o ((<£=)"). Comme (sin(n!) Arctan(n)) est
bornée et que (e'g”) — +00, on a (sin(n!) Arctan(n) ((e+”) ). De fait, u, ~ — (%)n, donc u,, — —oo.

19 - solution | D’aprés la formule de Stirling, wu,, ~ 7% ~2 (%)n — 400 car % > 1.
20 - solution > Soit x € R. u, = exp (n In (1 4 %))

Comme £ L0 ona In (1+ %) W L puis, par produit, nln (1 + £) L De fait, on peut dire que
nln(1+2) — . Par composition de limite, u,, — e®.
n—-+4oo n—-+4oo
> Notons que I'écriture u,, = exp (nln (1 + £)) est licite a partir d’'un certain rang (ce qui suffit a I'étude de la
limite quand n tend vers 4+00) : en effet, comme = —+> 0, il existe un rang a partir duquel & > —1 et donc
n—-+oo

In (14 £) est bien défini a partir de ce rang.

Par contre, hors de question d’utiliser cette écriture dans le cas complexe : en effet, on a toujours 1+ —+> 1,
n——+00o

donc on peut affirmer que Im (1 4+ £) — 0, mais rien ne dit que Im (1 + £) =0 APCR.
"/ pn—+4oo n

Avec x = i, par exemple, Im (1 + %) = % ne s’annule jamais et, a fortiori, 1 + & n’est jamais réel, et encore

moins strictement positif !

> Soit x € C. On note & = a + ib, (a,b) € R? et on écrit 1 + L =p,e avec r, € R™ et 6 €] — 7, 7]. Comme
1+ £ —> 1, on peut affirmer que r, — 1let 6, — 0.

n n—-+ n—-+oo n—-+oo
On a alors : u, =71 e infn Qr :

&, = 1+2ﬁ+—“2'§b2, donc r? = (1+2—a+7a2+b2)5 = exp (gln (1+%‘1+—“2+b2)>.

'fL2
Comme%‘l—i—@ — 0, ln(l—i-Q‘l—i—a'H’2

n—-+oo

2 242 2
) o s
n—-+oo n—-+oo

Donc % In (1 +2a4a +b2> — a. Par composition de limites, 7 — e%.

n—-4o0o n—+o0o
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b
$ tan(0,) = =2 = 2~ L Etcomme 6, — 0, tan(d ~ 0,,donc 6 ~ L Puisnf, — b
( n) I+a nta p_yioo M " ’ ( n) n—too " n—stoo ™ " n—stoo
donc e — b,
n——+oo
Bilan : u,, — e%e® =e”.
n—-+o0o

21 - solutlon Par croissances comparées, [In(n)]”/? = o (n'/?). Comme (sin(n)) est bornée et que \/n — +00, on
a sin(n) = o(y/n). De fait, b, ~ /n, puis b, — +o0.

22 - solution dnz\/ﬁ( 1+%+1).Or, 1+ L4120, donc /14241~ 2 Par produit, d,, ~ 2v/n

et d,, — +oo.

23 - solution en:\/ﬁ(,/lJr%fl).Or, comme%%O, 1+%71~ﬁ.Parproduit, en~2f et e, — 0.

24 - solution | Comme % — 0 et 13 — 0,onal— cos(l) ~ ﬁ et end —1 ~ % De plus, cos (%) — 1 donc
cos ( ) ~ 1. Par produit et quotient, b, ~ 5 et b, — +o0.

25 - solution 1. Cours.

2. Comme £ —0,sh (L) =214 Lyt o() et tan (L) =
de signe négatif, il en est de méme de u,, APCR.

- In(n+41) In(n)
26 - solution | a, = (n+1)n+1 —pw o= L —en.

Or, 2t o () o1t deux termes équivalents, puisque ln("H) “(7:’1) ~ L (Inn)+In(1+ 1))~ —h‘i”).

1 1 1 1
+ 305 + 0 (55) donc uy, ~ —55. Comme — 13 reste

SI=

n+1

De plus, ils tendent tous les deux vers 0 par croissances comparees
On peut donc utiliser le DL;(0) de I'exponentielle € =1+ u + % + o(u?) :

In(n+1) In*(n+1) In(n) In®(n) (lnz(n))
= + — — +o0 .

" on41 2(n+1)2 n 2n? n?

n n?

n n In B n n n n
Or, el = ) ¢ ) = ) (1 &40 (1)) + ey + 0 (3) = 2 — ) o (1520,

Aprés simplifications, a, = ln(") +o (ln(")) Finalement, na,, ~ —In(n) — —oo.

27 - solution 1. (un)nen est une suite itérative.

> [0, 7] est stable par sin, donc (u,,),en+ est & valeurs dans [0, 7]. Or, Va € [0, 7], sin(x) < 2, donc (up)nen
est décroissante.
> Etant également minorée (par 0), (u,) est convergente d’aprés le théoréme des suites monotones.

> Notons ¢ € [0, 7] sa limite. Par passage a la limite dans la relation w,; = sin(u,), on a £ = sin(¢). Or,
Va €10, 7], sin(x) < 2. Donc £ = 0.

3
2. DL : sin = z— % 3). Donc sin™ = ™M m+2) Ainsi, —+— — L~ mgp2-m
3(0) : sin(x) =0T +o(x?). Donc s (x) =, (x™*2) SL smm@) w68
m = 2 est le seul convenable et on a alors % &5~ 3
sin?(z) 3

3. Naturellement, si ug = 0, (u,) est la suite nulle, et u,, ~ 0.
Supposons ug # 0. Alors, par récurrence immédiate, (u,) ne s’annule jamais. Et, comme u, — 0, on peut

appliquer le résultat précédent : u21 - 1%2 = l +o(1). On en déduit, par sommation membre & membre
n+1 n n—-+o00
et télecopage : % -4 = 5 +o(n), soit - % ~ 2 ou encore i ~ 4 puisque 4 — +00. Enfin, on en
Uy uo n~>+c>o un up 3 n uy

conclut que u, ~ /.

28 - solution ] On sait que, au voisinage de 0 : v/1+ = 1+ fz — §22 + O(a).
T—

1
n2

Ainsi, puisque % + — 0,on a:

n—-+oo

1 1
mvn?+n+1 = T /l+—+—=
non

_ 1
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29 - solution 1. La fonction f, a pour tableau de variations :

x 0 1 Unp e n nlnn YUn 2nlnn +00
+00 +00
S <0 =

Le théoréme de la bijection s’applique sur |0, n[, ou il permet de voir qu’il y a exactement un zéro u,,, puis sur
Jn, 400, ot on obtient le second zéro v,,.

2. (a) On observe que f,(1) =1 > 0 et f,(e) = e —n < 0 et le tableau de variations permet de voir que
1<u, <e.

(b) On calcule f,,(unt1) = Uny1 —nIn(tpy1) = tppr — (0 + 1) In(Upyr) +I0(Ung1) = I(Upgr).

=0 par déf de wy 41
Selon 2.a, up41 > 1, donc fr(upt1) > 0 = fr(uy). Comme f, est strictement décroissante sur 0, n|,
Upy1 < Up. Ainsi, u est décroissante.
(¢) wu est décroissante et minorée par 1, donc elle converge vers un réel ¢ > 1. Par I'absurde, si 'on suppose
¢+ 1, alors —nlIn(u,) — —oo donc 0 = u,, — nln(u,) — —oo : absurde. Ainsi, £ = 1.
(d) Comme u,, 1, onau, —1—>0et:

1~wu, =nln(u,) =nln(l+ (u, — 1)) ~ n(u, — 1)

d’ou u,, — 1 ~ %
3. (a) Comme v, > n, par théoréme d’inégalité, v, — +o00.
(b) On observe que fp(nlnn) <0 et f,(2nln(n)) > 0.
Le tableau de variations permet de voir que nln(n) < v, < 2nln(n).
(c) On a toujours v, = nln(vy,).
L’encadrement obtenu en 3.b permet d’obtenir In(n) + In(Inn) < In(v,) < In(n) + In(2) + In(Inn) puis
nln(n) + nin(ln(n)) < v, = nln(v,) < nln(n) + nln(2) + nln(lnn).
Or, nln(n) + nln(In(n)) ~ nln(n) et nln(n) + nln(2) + nln(Inn) ~ nln(n), donc par théoréme des
gendarmes : v, ~ nlnn.

30 - solution | = — 0Odonccos %~ — 1.Donc APCR, cos ~= > (0 et on peut écrire u,, = exp (n In cos %)

Vs iso VI s too Vn
2 4 . 2 4
ﬁ — 0 donc cos% =1- ;7"*‘49#"*'0(#)7 puis nlncos% :—%—é—n—i—o(%), et :
we= e o (< o (1)) =2 (1= 7)o ()
Ainsi i up, — e /2 et u, —e /2 —em2 /2 %
31 - solution 1. Cela découle directement du théoréme de la bijection appliqué & P, sur |0, 1] et |1, +o0] :
x 0 1 +00
1 +0o0
—n

2. (a) Soitn e Nyn >3: Pyi1(zyn) =20 (zn—1) < 0= Pyy1(xyy1). Par décroissance de P, sur |0, 1], z,, > Zp41,
donc (zy,)n>3 est strictement décroissante.
De plus, 0 < 2! < 2% — 0 (car 0 < 3 < 1) donc 2 — 0. Ainsi, en passant a la limite dans la relation

P, (z,) =0, il vient 1 — nx,, — 0, soit x,, ~ %
1
(b) On observe : ““r= = n™(nx, —1) = n"x
nn+1
2l — 0 selon précédemment. Donc nln(1 + 27) ~ nz)r — 0, puisque 0 < nal! < nzf —. Finalement,

enn+en) 1 donc 2, — L ~ L.

n = (nx,)" = e nen) = enn(+en) Or In(1+a7) ~ 2 puisque
(

3. (a) SoitneN,n>3:Poi1(yn) =y (yn—1) > 0= Pyy1(ynt1)- Par croissance de P, sur |1, 400[, Yn > Yn+t1,
donc (yn)n>3 est strictement décroissante.
Etant minorée par 1, (y,,) converge. Notons ¢ > 1 sa limite.

Par I’absurde, supposons ¢ > 1. Alors y,, > ¢, donc y,, = # > # > £ 40, absurde. Donc y, — 1.

n
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(b) On a y” = ny, —1 ~n.
On compose par In (puisque n — +o0, cf. plus bas) : nln(y,) ~ In(n). Puis In(y,) ~ % On peut donc
écrire In(y,) = In(n) | , (M)

n n
Comme % — 0, yp = elnyn) = I(T)'H’(I(T)) =1+ w +0(¥), puis y, — 1 = w —&—0(%),
soit y, — 1 ~ @
Justifions que, si ap, ~ by, et b, — +oo, alors In(a,) ~ In(b,). Supposons donc a, ~ b, et b, — +oo.
Notons que (ay,) et (b,) sont nécessairement & valeurs strictement positives et on peut écrire :

In(a,) (“Zf") In (b*)

= =1 —1
()  In(by) T
32 - solution ) > = o(ze®), donc Vrer —z2 ~ /zeZ. e™® = o(e), donc e® e ® ~ e”.
T——+00 T——400
. v/ T _ 2 z_p _z
Par quotient, 3 —=%- ~ Vrez ' =,/re 2 $_>—+>Oo 0.

: _ In(z) In(14+w) o U 1
33 - solution | Posons u =2 — 1 —)x ; 0. Alors 5 = 1) 3 — 1.
2

34 - solution ) Pour x €] — 1, 1], on pose y = Arccos(z) : y €]0,7[ et y — 0.Et1—2=1-—cos(y) ~, Z.
PR 1—z _ 1l—cos(y)
AIHSI, Arccog(z) - yb : x:l % a:i 0.

x 1 z In(a n(x
35 - solution (%) /= _ exp (% In (%))

DLy (0) : €M™ gy (@@ 4 o) Done In (¥> ~ (@0

, . z In(a) bln(x) 1 In(b x In(a) bln(z) 1 In(b
On en déduit que + In (e te ) ~ ) tn®) "oy encore 1In (e te ) — @G _ 1(y/ap).

2
Par composition, la limite est v/ ab.

36 - solution | Posons h = x — e.

oy - ne)
 ln(14+mn(14%))
h(h —e)
(142 +0(n))
h(h —e)
B %+0(h)
~ h(h—e)
 t4o0(1)
h—e ~

11 suffit & présent de calculer la limite quand h — 0 : —e~2.

37 - solution ) DLy(0) : eV® **" —sin(z) = 1+ 122 + o(2?). Donc In(z)In (e”2+””4 fsin(x)) ~ 12%In(z) — 0

(CC). Réponse : 1.

38 - solution | Posons h = % — 0:

r—r—+00

fl@) = a?el* —{/ab + 325 + ot

1 -
- = e (1+3n+12)""]
1] 1+h+h—2+ (R?) ) — 1+1(3h+h2)—3(3h+h2)2+ (h?)
Rz 2 Y 3 18 ¢
1 h2 2
= —1 o 1—h+Ip? 2
i | +h+ ht Sh? + o(h )}
= ngo(l).
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Bref, f(z) — I

T—+00

39 - solution ) In(1+ /z) ~ Vz, sinz ~ x, donc \/SIE \f In 1+f)
0 o+

Vsin 0+

40 - solution ) Posons u =5 —z — 0. On a alors = = 5 — u, et on peut écrire :

z%(%)i
sin(§ —u)  cosu 1 1 1
tanx = = — = - = .
cos(§ —u) sinu  tanwus0u §—w

In(z +1) = In(z) +In(1+ 1), donc on a In (M) =In(1+4wu) avec u = mi+s) 0. Alors

Inx Inz Z—+00
In lnsfc-&-l) -~ 1n(1+) 1 .
nzx +oo Inx ~ ZInz

. . sin(x) sm(m)
42 - solution | On a z* — sin®(x) = z* (1 — et ) ~1—etn car 2% = e*In(®) — 1.
xr—r
. 31 2 3 sinz 3 . . . . 3
Puis % =1—2 + 0(2?) donc zIn Sm(m) = —L 4 o(z?) et "7 =1— 2= 4 o(2?). Ainsi 2* —sin”(z) ~ <.

z—0

> En0: (z+1)In(x) ~ In(z) - —oo, zln(z+1) ~ 22 = 0, donc zIn(z + 1) = o((z + 1) In(z)),

donc f(z) ~ (x4 1)In(x) ~ In(x).
> En +o0: f(z) =In(z) + ln % =In(z) —2zIn(1+ 1), or zIn(1 + 1) ol 1 =o(lnz), donc f(x) o In(z).

r+1 0o

> En 1: f(z) > —In(2) # 0 donc f(z) ~ —In(2).
L TE = @~ gl = o),

r—a

2. (a) On écrit ZZE:; = ef(@)=9() — Ocar f(z) —g(z) — 1-1=0.D’ou ef (@)~ e9l®),

r—a

(b) Non, contre-exemple : f =1Idg, g = 1+ Idg, a = b = +o0.
3. (a) Comme f(x) — +00, g(x) — +oo donc il existe un voisinage V' de a sur lequel f et g sont strictement
Tr—ra r—a

In(g(2))+In( £ (7)o -

n(g(x)) *

(@)e()
plus grande que 1. Si z € V, on écrit alors 2UE) — tn( 25

In(g(z)) —  In(g(x)) In(g(2)) =147

> -Z;(I) — 1 donc In (M> — 0;

() r—a g(z) T—a
> In(g(x)) .4 +00.

Ainsi, 1n§g§m§§ — 1 1, donc In(f(x)) o~ In(g(x)).

(b) On reprend la méme argumentation : on choisit V' sur lequel f et g sont dans ]0,1[ et, comme on a
In(g(x)) — —o0, le résultat final tient encore.
r—a

(c) Non, contre exemple : a = +oo, b=1, f=1+1 g=1+ 2

f est définie sur ]—1,+00[\{0}. f(z) = -2 + £ — % + 00(:102). On en déduit : prolongement
Tr—

par continuite en posant f(0) = ;, ce prolongement est dérivable en posant f/(0) = % Equation de la tangente :
Yy=—5z + Z et la courbe est au-dessous.

46 - solution ) f est définie sur ]—1,400[\{0}. f(z) = -1 + £ + % + xgo(x?’). On en déduit : prolongement
par continuité en posant f(0) = —%, ce prolongement est dérivable en posant f/(0) = % Equation de la tangente :
Yy = f% + %, et la courbe est au-dessous pour les points d’abscisses négatives et au-dessus pour les points d’abscisses

positives.

47 - solution 1. R.

2. f est dérivable sur R par composition de fonction dérivables et Vo € R, f/(z) = 2"”\}_27 VJF;:”‘JF < 0, car
2¢+1 < vVa?+ x + 1 est toujours vraie (disjonction de cas z < —% ouxr > —%)

3. > Au voisinage de 400 : f(x) = (1 /1 —|— + 5 - 1) 5 + 81 + o( ) Donc asymptote horizontale en +oc0
d’équation y =

N[
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> Au voisinage de +o0 : f(z) = —x (1/1 +1+ L+ 1) = —2z — 5 — & 4 o(%). Donc asymptote oblique

en —oo d’équation y = —2z — 3.
48 - solution | Au voisinage de +oo, 23 + 522 —x +1 > 0 (puisque z + 522 —x +1 — +0c0), donc on peut écrire :
fl@) = (@ +522—z+1)1/3
5 1 1\
pr— 1 _—— —_— J—
’ ( - x  a? + x3>

= 1+1 é—i+i +o =
- 3\x 22 a3 x
5

5
= x4+ - +o(1).
3
Bref, en +00, €; admet une asymptote d’équation y = = + %
Au voisinage de —oo, 2% + 522 —x + 1 < 0 donc f(z) = —(—
similaire et on obtient la méme asymptote...

(2% + 522 — 2 +1))/3. Les calculs se font de maniére
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