Reégles élémentaires de calcul
Exercices@

MATH

Développer, factoriser, simplifier

1 Yo

Factoriser I'expression polynomiale P(x) =6 — 62 + 3z(z — 1) — z(x — 1)(z — 2).

(2 % 9 )
On pose, pour tout z € R, P(z) = 2® — 72? — 6z + 72. Calculer P(4) et factoriser P le plus possible.

(3 w2t ® v |
Factoriser I’expression polynomiale P(z) = 623 + 522 — 3z — 2.

4 o

Soit m € R un paramétre fixé. Factoriser le polynome P : x — mz? — (1 + m?)z + m comme produit de deux
polynémes (en x) de degré 1.

(5 %x%& ® & )

Soit m € R un paramétre fixé. On pose, pour tout = € R, P(z) = (m+1)a® — (m?+m+1)z2+ (m?+m—1)z+1—m.
Factoriser le polynome P comme produit de trois polynomes (de la variable ) de degré 1.

(6 i @ |

1 3 2+ 1
2 g3 —224 o

Simplifier, en précisant les valeurs interdites (x est un parameétre réel) : F' =

7 Yevrw

Simplifier en donnant les valeurs interdites (ou n est un paramétre entier) :

22-1 =z

™m+3 3 An? —n—1
n2—1 n+1 nd—n

Egalités et équations

(8 Wit @ )

Résoudre I’équation d’inconnue z € R : (222 + z + 2)® = (222 + 3z — 3)3.

(9 v @ |

Résoudre 1’équation d’inconnue x € R : (222 + x + 2)* = (222 + 3z — 3)*.
10 Yo
Résoudre I’équation d’inconnue z € R : V222 + 2+ 1= |z + 1.

11 Yo
Résoudre I’équation d’inconnue z € R : /222 + 2 +1 =z + 1.

(12 %o v )

Résoudre I’équation d’inconnue z € R : Va2 —z — 2 = |22+ 2|.

(13 s v ]
Résoudre ’équation d’inconnue z € R : V22 — 2 — 2 = 2z + 2.

(14 s ® )

Résoudre I’équation d’inconnue x € R : 322 — 3z — 4v/22 — x + 3 = 6.
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(15 Hvee @ )
]

In(z)
16 Yovrw

Résoudre ’équation d’inconnue réelle z : e2* +2elT% = —.
2
e

17 kv

Résoudre 1’équation d’inconnue réelle z : In(z)? — In(x) — 10 =

On note (E) : #* — 623 + 1022 — 62 +1 = 0.

1. Montrer que (E) est équivalente a :

6 1
(E") 2*—6x+10— -+ — =0.
xr X

1
2. Résoudre (E’) puis (E) en posant X =z + —.
x

18 ki

Résoudre dans R I’équation d’inconnue réelle x :

\/x+2\/x—1—|— r—2vVx—1=1.

(19 %% ¥ )

Soit m € R fixé. Résoudre I’équation d’inconnue z € R : €2 +e72% = m,

Indications

[3 - indicationj Evaluer P en —1.

[5 - indication] Calculer P(1).

[ 10 - indicationj Elever au carré.

[11 - indication] Distinguer les cas selon la positivité de x + 1.

[ 12 - indication ] Elever au carré.

[13 - indication] Distinguer les cas selon la positivité de 2z + 2.

[ 14 - indication ] Prendre « la racine » comme nouvelle inconnue.

[16 - indication] Poser X = %,

[ 18 - indication ] Comparer les carrés des deux membres de I’équation, et étre observateur sur les identités remar-
quables. Ensuite, disjonction de cas.

[19 - indication] Le cas m < 0 est élémentaire. Ensuite, poser X = e2* et faire une disjonction de cas sur le signe
du discriminant.
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Solutions
On observe x — 1 comme facteur commun :
Plz) = 6(1—2)+3z(zx—1)—z(x—1)(z—2)
= (x—1)(—6+4+ 3z — x(x — 2))
= (2—-1)B(-2+z)—z(z—2))

= —(z—1)(z—-2)(z—3).

P(4) = 0 donc on factorise P(z) = (z — 4)(2? — 3z — 18). Or, 2* — 32z — 18 = (z + 3)(z — 6), donc
P(z) = (x —4)(xz + 3)(z — 6).

P(—1) = 0, donc on peut factoriser P(x) par x+ 1. Par identification, factorisation rapide ou division

euclidienne, on obtient P(z) = (z + 1)(62% — 2 — 2). Or, 'expression polynomiale 62 — x — 2 admet deux racines
réelles : —3 et 2, donc 62 — 2 —2 =6 (2 + 3) (z — Z). Finalement, Vo € R, P(z) =6(z + 1) (z + 3) (z — 2).

3
P(z) = (ma —1)(z = m).
P(z) = (@ —1)((m+ 1o — 1)(z = (m — 1))
L’expression F existe lorsque « ¢ {—1,0,1}, et dans ce cas :
1 3 2 +1 z(x—1)=3x—-1)(z+1)+ 2z +1)(z+1) 2(z+2)

F= o o)et) 21 a@-12 2(z— 1)2(z + 1) T 2@ —1)2(z+1)

Vn € Z\{-1,0,1}, Tptd — J3; - fonel _ (UniSinoinla botetindl _ oIl -

La fonction cube étant strictement croissante, on a :

(22 +2+2)°% =202 +3r-3)° <= 22 +r+2=22"+3x-3
= 22 =205.

Une unique solution : 5.

La fonction z — z* est paire et strictement croissante sur R", donc :

222 + 2 +2=22%+32x -3
(222 +2+2)= (222 +3x-3)! —= ou
222 + 2 +2=—(22% + 32 - 3)
20 =5
— ou
42 +4x—1=0

On repére dans cette derniére équation une équation polynémiale du second degré, dont les solutions sont f@ et

@ (discriminant...).
5 V241 V2-1
z 02 ¢

27

10 - solution ) 2224241 est une expression polynomiale de discriminant négatif, donc elle garde un signe constant,

positif (car 2 > 0). De fait, (E) est définie sur R.
Soit € R. Comme v222+x+1>0et |2+ 1] >0,0ona:

Trois solutions :

V224t +l=|z+1] < 2%+ +1l=|z+1? = 222 +zr+1=(z+1)* < 22—z =0.

L’ensemble des solutions est {0,1}.

11 - solution ) 22%242x41 est une expression polynomiale de discriminant négatif, donc elle garde un signe constant,

positif (car 2 > 0). De fait, (E) est définie sur R.
Soit z € R.

> Siz<—1,z+1<0< V222 + 2+ 1 donc ’équation n’a pas de solution.
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> Supposons z > —1. Comme V222 +2x+1>0etx+1>0,0na:
V2r2ta+l=2+1 <= 22+ +1l=|z+1? <= 2?+2+1=(2+1)? = 27 -2 =0.

Les solutions de cette équation sont 0 et 1, elles sont bien > —1. Donc I’ensemble des solutions est {0,1}.

12 - solution | L’ensemble des solutions est {—2, —1}.
13 - solution | L’ensemble des solutions est {—1}.
14 - solution ) Domaine de définition. x> — x + 3 est un polynéme & discriminant strictement négatif donc pour

tout z € R, 22 —x +3 > 0 et (E) est définie sur R.
Changement d’inconnue. Soit x € R. Comme suggéré dans l'indication, on pose X = v/22 —x+ 3. On a donc
X? =222+ 3 et ainsi :
5
(B) <= 3X? -4X -15=0 < X=3o0uX=—2.

Retour a l'inconnue z :

Vil —z+3-3ouva —z+3——>

(B) :
< 22—-2+3=3 carlaseconde équation n’admet évidemment pas de solution réelle,
— 22—2+43=9 carvVa2—z+3>0et3>0,
— 2 —2x-6=0
<— x=3oux=-—2.

En conclusion, les solutions de (E) sont 3 et —2.
Remarque : on peut s’en sortir sans l'indication, en isolant la racine carrée, mais c¢’est un peu plus long.

(E) <= 3(2° —2—2) =422 -z +3.

Le polynoéme 22 — x — 2 admet —1 et 2 comme racines, de sorte que, sur | — 1,2, il est négatif et (F) n’admet aucune
solution. Supposons = ¢] — 1,2[ pour la suite. Alors les deux membres de (E) sont positifs donc :

(B) <= 9(2* —2—2)2=16(2? — 2 +3) < 92" — 182° — 432% + 522 — 12 = 0.
On observe que 3 et —2 sont solutions de cette derniére équation. On peut alors factoriser :
9zt — 1823 — 4322 + 520 — 12 = (x — 3)(z + 2) (922 — 92 + 2).

Finalement (E) <= (z — 3)(z + 2)(92% — 9z + 2) = 0. Ce dernier polynome du second degré admet 3 et 2 comme

racines, qui sont dans | — 1,2[ et sont donc exclues. On retrouve bien que les solutions de (E) sont 3 et —2.

15 - solution | Domaine de définition. R™*. Soit € R™* \{1}.
Posons X =In(z) : () <= X? - X -10=% < X? - X? - 10X —8 =0 (car X #0).
Solution évidente : —1. On factorise X3 — X? — 10X —8 = (X + 1)(X? —2X —8) = (X + 1)(X +2)(X —4). D’ou :

(F) — X=—-1louX=-2o0uX=4
<= In(z)=—-1ou In(z) = -2 ou In(z) =4

2 1 4

< Ir=e “oOouxr=e oux=e.

L’ensemble des solutions est S = {e™2, e, e}

Posons X = e”. Alors (E) <= X?+2eX —-3e?’=0<+= X =ecou X = —3e.

Retour a x. (F) < e* =e ou e* = —3e.
La deuxiéme équation n’admet pas de solution, et en composant par In qui est bijective : e” = e «— x = 1.
Ainsi, I'unique solution de d’équation est 1.

17 - solution 1. Soit € R. Comme 0 n’est pas solution de (E), on peut supposer = # 0 et écrire :

6 1
(B) <= 2 (z2—6x+10—x+m2) =0+ (F).
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2. On calcule : X2 =22 + 2+ L. De fait :

(B') <= X*-6X+8=0+= X =20u X =4.

Retouraz: (B') <=+ 1 =2ouz+Ll=4d<=2*-2z+1=00u2z?—-8r+1=0.
Solutions : 1,2 + /3.

18 - solution L’équation est définie ssi z—120,z4+2yz—1>0et 2z — 2z —
Or, si x > 1, on a clairement = + 2v/z — 1 > 0, et :
r—2Vr—120 < x>2\/x—1
— 2°>4(x—1) carx >0, 2Vx —
<~ (r—2)2>0 cequiest toujours vrai.

Bref, le domaine de définition de I’équation est [1, +o0].
Soit « > 1. Les deux membres de I’équation (F) étant positifs, on peut écrire :

(B) < (\/x+2\/ﬁ+ x—2\/m>2:

<— 242 x+2\/x71\/x72\/x71:1
= 2 +2yz2—4(xz—-1)=1
= 2x+2y/(x—2)2=1

= 2x+2z-2/=1.

> Siz>2, (FE) <4z —4=1<+= 2 =23. Comme 2 ¢ [2,+o0], il n’y a pas de solution dans ce cas.
> Sil<xz<2, (F) <= 4=1.L%équation n’admet pas non plus de solution dans ce cas.
En conclusion, (F) n’admet pas de solution.

19 - SOluthIl On peut déja remarquer que, si m < 0, I’équation n’a pas de solution puisque le membre de gauche
de I’équation est toujours strictement positif.

Supposons donc m € R™*. Soit 2 € R. Posons X = e2*. On a alors :

1
(E)<:>X+§:m<:>X2—mX+1=0 car X = e** #£0.

Cette nouvelle équation, que I’on note (E’), est polynomiale du second degré, son discriminant est A = m? — 4.
> Sim € [0,2[, A <0, donc (E’) n’a pas de solution, donc il en est de méme de (F).

> Sim e [2, 400, A >0, donc (E') admet pour solutions : mEvm =4,

o2 — m/md o= ()
Retour a z. (E) <= ¢ ou < ¢ ou
e2r — mEvm2-4 V2m2—4 %ln (me"’—‘l)
Car :
<% Comme m > 2, il est évident que 7V —4 m2 1>0.

< De plus, on observe que m? — 4 < m2, donc vm2 — 4 < m, donc 7”_7’”2_4 > 0.

Finalement, dans le cas ou m > 2, 'équation admet pour solutions : = 51n (m+v m2— ) et 1 5 In ( — m2 )
Conclusion : si m < 2, ’équation n’a pas de solution; et si m > 2, elle admet pour solutions : %1 (m+vm2 )

m—yvm2—4
i (),
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