Devoir surveillé n°8

EXERCICE 1

1. (u,) définie <= Vn € N; cos (2%) >0<=VVneN, 5 € A= |J Ay en posant Ay :]fg +2km, +2k7r[.
kEZ

> Sia € Ag, on a clairement Vn € N, 2 € Ay C A et (u,) est bien définie.

7 2n
a

> Soit a € R\Ag. & s 0 donc la suite (5%) est & valeurs dans Ay & partir d’un certain rang.
n o0

MATH

Donc il existe N € N tel que x = 5% € Ag et y = gxv=r ¢ Ao. Or, y = 2z € |-, n[. C'est donc que
gt € ]-m,7[\Ag = |-7,—%] U [Z,7[, ce qui entraine que In (cos (z5=7)) < 0 et uy_; n’est pas défini
donc u n’est pas définie.

En conséquence, (uy) est définie ssi a € |-%, 5.

. Comme 5 — 0, on peut utiliser les développements limités :
n—+oo

>cos(i) 1—#22”4—0(%);

2n n—>_+<x>

> In (cos (i))

3 —gm +0(gh).

n~>_+oo
2 n
Ainsi, u ~  —o ()"
o~ 2 ()

1

n P P P . . 2 . 2 . ~ . P
Or, Y (Z) converge en tant que série géométrique avec |i| < 1. Par linéarité et critére de comparaison de séries

a termes négatifs, on en conclut que > u,, diverge.
+oo
. Sia=0,u, =0donc Y v, =0.

n=0

Supposons a # 0. Alors cos(z) = sin(2z)

2 sin(x)

U, = In (sin <2;L_1)) —1In (sin (%)) —In(2).

On observe un télescopage, en notant Sy la somme partielle de rang N € N :

N
Sy = Z Uy,
n;o a a al
= nz:% (hl (sin 2n71) —1In (sin 27)) — ;IH(Q)
= In(sin(2a)) — In (sin (%)) — (N +1)In(2)

sin(2a)
= 1 T — .
" <2N+1 sin (2%)>

sin(2a sin(2a sin(2a
9N+1 ( ()L) ~ 2(11 ) 2(a )
sin( N ) N—+o0 N—+o00

de sorte que :

Or, sin (2%) 57, donc

~J
N—+o00

. +oo .
Par composition de limite, Sy —» In (2524} et finalement, 5 u, = In (322).
N—+oco n—=0
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EXERCICE 2
I.1

On vérifie que (.|.) est une forme bilinéaire symétrique (grace a la commutativité et la bilinéarité de x dans R, et a la
linéarité de I'évaluation et de la somme). De plus, (.|.) est :

> positive car VP € R,[X], (P|P)= > P(2k—1)? > 0;
k=0

p
> définie. En effet, si P € Ry[X]: (P|P) =0 = > P(2k—1)2=0 = Vk € [0,n], P(2k—1) =0.
k=0

Les nombres 2k — 1, pour k € [0, p], sont tous distincts donc P admet p + 1 racines; comme P est de degré au
plus p, c’est que P est le polynoéme nul.

On a ainsi validé tous les axiomes permettant de dire que {(|) est un produit scalaire} .

1.2

On vérifie que la famille (1, X) est orthonormée :
> (11) = (12 +1%) =1;
> (X]X) =3(12+ (-1)?) =13
> (1]1X) = 3(12 + 1(=1)) = 0.

A fortiori, elle est libre. Formée de 2 vecteurs de E qui est de dimension 2, {(17 X) est une base orthonormée de E] .

Dés lors que (1, X) est une base orthonormée de F, {(1, X) vérifie (/\/)} d’aprés le cours.

I.3.a
Par bilinéarité, (P|J) = %(P|X) - %(PH) donc :
1 1 1 2 1
Py =5 (P10 - =rn) =5 (P12 = Zeioei + 5 e?).

De la méme maniére, (P|K)? = 1 ((p|X)2 +Z(PIX)(P|1) + %(P|1)2).

Par sommation membre & membre : {(Pu)? + (PIK)? = (P|X)? + %(Pu)?} .

1.3.b
Soit P € E. Alors :
2 ’ 2 1
(p \/;) + (P|J)? + (P|K)* = §(P|1)2 + ((P|X)2 + 3(P|1)2> selon la question 1.3.a,

= (PI)*+(PIX)?

= ||P||*> selon la question I.2.

Ainsi,

la famille 2 J, K ) veérifie la propriété (N) | .
3
II.1.a

- J

x étant dans F'*, il est orthogonal & tous les e; donc d’aprés la propriété (N) : | ||z]|2 =0].

I1I.1.b

D’aprés la question IL.1.a, F+ = {0}.

1L
Par ailleurs, F' est engendré par une famille finie, donc F est de dimension finie, donc E = F & F- = F.
A fortiori, {E est dimension ﬁnie] .

11.2

i=1

n
> Soit k € [1,n]. D’aprés la propriété (N), on a [lex|> = - (exlei)? = |lex]|* + 3 (exlei)?, donc :
i#k

lexll® = llexl* =D (exles)?*.
i#k
Or, |lex|| = 1, donc |lex|? < |lex]|* donc 3 (exle;)? < 0. Chaque terme de la somme étant positif, c’est que la
i#k
somme est nulle et que chacun de ses termes aussi : Vi # k, (eg|e;) = 0.
Ceci étant vrai pour tout k € [1,n], on peut dire que B est orthogonale.

2/13


j.verliat.free.fr

Devoir surveillé n°8

> Soit encore k € [1,n]. La relation (N) devient alors ||ex||? = |lex]|*. Or, |lex|| > 0, donc |lex|| = 1.

En conséquence, B est une famille orthonormale.

De plus, cette famille engendre F', qui est E selon la question II.1.b, donc [B est une base orthonormale de E] .

I1.3.a

Comme B engendre F' = E (toujours selon I1.1.b) et est libre, [B est une base de E] .

11.3.b

On peut citer : [Va,y € B, (zly) = § (I + vl — 21> = |yl1*) | ou|Va,y € By(aly) = § (lo +yl* - = — y|?)].

Soient z,y € E. On a :

Dou | (z|y) = f:l(iﬂei)(y‘ei) .

1=

I1.3.c

(Il +l* = llll* = llyll*)

n

N = N =
INgE

s
Il
—

i=1

3
3

(((zle) + (yled))® — (zle:)

1

N | =

9

DN =
INgE

2(zleq)(yle:)

i=1

n

Z($|€i)(y|€z')~

i=1

11.3.d

(a+yles)? = (wles)? - Zm@i)?)

i=1

= (yle:)?)

Pour i,j € [1,n], [A%];; = Y AipAr; =
i=1

- — J
n

> (eilex)(exle;) = (eilej) d’aprés la question précédente. Dot .

Soit € E. Notons X la matrice de x dans B : X = ([X];),e[1,n] = []5. Alors :

Ainsi, | Ker(a) = {0} |.

x € Ker(a)

<
—

<~

!

k=1

I1.3.e
X € Ker(A)
AX =0

Vi € [[1 ,nﬂ, Z[A]ZJ[X]J =0

Vi € [[17nﬂ7 2(67‘61)[‘){]] =0

Vie[l,n],

€i Z[X]]ej
j=1

Vie[l,n], el ) [X]je;
j=1

n

=0 par bilinéarité,

Z[X]jej € FJ_ car F'= VeCt((ei)ieﬂl,n]])a

j=1

n

Z[X]jej =0 selon la question IL.1.a,

j=1
X =0 car B est libre,
z=0.

11.3.f

Selon la question IL.3.e, a est injectif donc bijectif. De fait, A est donc inversible. En multipliant A2

A par A1
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on obtient A = 1I,,, soit Vi,j € [1,n], (e;le;) = J; ;. En d’autres termes, B est orthonormale. Selon la question II.3.a,

{B est donc une base orthonormale} .

4/ 13


j.verliat.free.fr

Devoir surveillé n°8

PROBLEME 1

I.1
La série Y a, est alternée puisque Vn € N*, a,, = (=1)"|a,| avec |a,| = L.

De plus, la suite (|a,|) décroit vers 0, donc le critére spécial des séries alternées s’applique : .

1.2

Soit n € N. La fonction f : 2 — In(1+2x) est de classe €°° sur |—1, +o0[, donc 'inégalité de Taylor-Lagrange s’applique
sur [0,1] :

n k n+1
Z ( ) ) < |1 _O| Hf(n—&-l)H
2 (o
Or, par récurrence éléementaire, Yk € N*, f(%) (z) = % A fortiori, f(0) = 0 et Yk € N*, f()(0) = (—=1)F 1 (k—

.
Et, pour z € [0,1], ‘f(’”'l)(a:)

")' r <nlcar 14+ >1donc (14 2)"*t! > 1, donc

| = ey < 1. On en déduit

1
Tyt S

n k—
que Hf(nH)Hoo,[o,u < n! de sorte l'inégalité de Taylor-Lagrange devient : | [In(2) — kz—:l (_111 'l g g
1.3 -
1 PR A _ (=Dk—?
Comme +1 n_>—+>oo 0, le théoréme des gendarmes permet d’écrire que In(2) k2::1 a n_}—+>Oo 0

(=t Ly
Autrement dit, Z - — In(2). Ainsi,

k1 n—-+oo

II.1

|an| = L est le terme général d’une série divergente en tant que série harmonique (ou série de Riemann avec o = 1 < 1).

Ainsi, [Z a, Ne converge pas absolumentJ .

I1.2.a

, . A L i\ K iz 1—ei(n+De oic 1— z(n+1); iz 1_ci(n+De
D’aprés la formule de Moivre : T;, = 3 (&) = e It =it A=~ - —¢ir =0~
— e'2 i el 72ze251n( )
k=1 2
7;2712-%—1 7’%
En simplifiant les exponentielles imaginaires pures : |1, = &———%
2zsm(§)
2n41 gz 2n41 z . .
Comme [e' "2 ¥ —e'2| < |e'72 2| < 2et [2i] = 1, on a directement | |T,,| < E Zz)|
sin| 5
2

11.2.b

. n
On a, pour tout k € N*, 2 kT"lzek":ak,donc[Sn: ZT"_Z"l]

k
k=1

II.2.c

Selon la question précédente :

S, = i Ty —Tip 1

>
Il
MA

Il
M:
—

|
=7
N

=
Il
_

par linéarité sur les sommes finies,

7| =3
|
M:

T
_

par changement d’indice,
Ty
k+1)"

_ T T,
Spo= 2+ ];1 FOT)

x>
+
—_

I

|

5

v Il
=

(e}

==,
R

|= 1M 1M
i

— 1 1 1 [PRN
Or,TO—OetE_m—m,dOu
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11.3

' _ . 1 1 T _ 1
Selon la question II.2.a, T} e O(1); de plus, 1574y 7= done ks e O ()

k—+o0o
Or, 3" 7% est une série de Riemann convergente (a =2 > 1)

Par comparaison a une série a terme général positif, » G +1) converge absolument, donc ‘ > G +1) converge | .

11.4

On a encore T,, = O(1), donc L= . 0.
n—+00 " n—+4oo

De plus, selon la question 1.3, > D) k +1 converge donc la suite <Z ) de ses sommes partielles converge.
k=1 n>=

(k+1)

Par opération algébrique, (S,) converge ce qui signifie que .

II1.1

=

On pose u(t) = % e et v(t) = f(t); u et v sont de classe € sur [a,b], donc on peut intégrer par parties :

1b
b ixt R Y L eh e _ L _ ida (P ine
J e ar=] e 1ol e I OE el C N UE N (ORI {OR O

On majore ensuite classiquement, d’abord par inégalité triangulaire :

b 1 4 , b

ezkt f(t) dt < X (‘e%\b f(b)’ + ‘ezka f(a)| + 'J eMt f/(t) dt‘)

1 !
< 5 (F®I+ 1@+ b= O 1F o)

la norme || f'[| (.5 étant bien définie, d’apres le théoréme des bornes atteintes et la continuité de f sur [a, b].
Ainsi, | ¢ = [f(O) + [f(@)] + (0 — a) [ f'l| o, (a1 conv1ent}
| III.2 |

b
Le théoréme des gendarmes appliqué au résultat précédent entraine directement : ‘ f eM f(t)ydt — 0].
a

A—+o0

Soit n € N*. Par linéarite, foﬂfn(t) dt= > foﬂ ekt dt = Z [ m] > (e;:ﬂ - i)

k=1

D’ou

[Tty at = 3> U
n(t) dt = 37
0 k=1

— n
Soit n € N*. Avec la méme démarche, on a jfn(t) dt = > [i:t] =3 elk:k_l
0 k=1 0 k=1
On en déduit que i | T, (t) dt = > ei;:z -3 % Doul|S, =i :Tn(t) dt+ > 4
k=1 k=1 k=1

Soit n € N*. D’aprés les deux questions précédentes, il vient :

S, = ifowfn(t) dt—z’fﬂTn(t) dt—s—zn:%

CV (g ae Y+
1t
k’ —1

Iﬂfn(t) dt.

x

n
k=1
n
k=1

n T i(n+s )t T it
D’aprés la question I1.2.a, on en déduit le résultat : ‘ Sp =3 (_g)k — %f M dt+ 1| -2 dt].
3 3

[VES

dt = jﬂw dt = Lﬂ cos( %)

), sif:(g) e sin(3) sin(%)

6/13


j.verliat.free.fr

Devoir surveillé n°8

T 4t
En simplifiant, il vient : ‘ f e 2

n( t
T 51n(§)

dt = —2In (sin (£)) + i(m — m)J .
IV.5

On recolle les morceaux :

7 k
> d’ e ion I. =D7 —In(2):
d’aprés la question 1.3, kZ::1 R _>—+>OO n(2);

7 i(nt+L)e
> d’aprés la question IT1.2, comme ¢ — —— est de classe € sur [z, 7], f M dt — 0.
sm(E) z sm(f) n—+00

On en déduit, avec les questions IV.3 et IV.4 : S, AT In(2) + 0 —In (sin (%)) +i"5% = —In (2sin (%)) + 752,

. 1O ik . .
Finalement, 1;—21 & =-—In (2 sin (%)) +i55*
IV.6
eike . o L .

Comme Y 2 converge, il en est de méme de sa partie réelle et de sa partie imaginaire ce qui justifie que les séries
{Z COS,(CM) et Singckm) convergent ’ .

+oo _+oo . 190 e . L
De plus, Y. ko) 4 5~ sinlkr) _ S~ e — Iy (25in (2)) + %52,

k=1 k=1 k=1

+oo i +oo . .

Par identification des parties réelles et imaginaires, il vient : Lzl % =—In (2 sin (%)) et kz;l w ==*
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PROBLEME 2

I.1

—— J

On utilise la caractérisation :
> La fonction nulle est clairement 1-lipschitzienne (elle est en fait k-lipschitzienne pour tout k > 0...).

> Soient A\, \y € Ret fi, fo € Lip([a,b],R). Tl existe donc ki, ky € RT* tels que f; et fo soient respectivement
k1-lipschitzienne et ko-lipschitzienne. Notons g = A1 f1 + Az fo.

Soient x,y € [a,b]. Par inégalité triangulaire :

A (f1(2) = f1(y) + Ao (fa(2) = fa(y))]
< llfi(z) = )]+ el f2(2) = f2(y)]
< (JAalkr + [Aelk2)|z — gyl

lg(z) — g(y)]

Ainsi, g est (|A1]k1 + |A2|k2)-lipschitzienne donc ¢ € Lip([a, b, R).

Ainsi, {Lip([a ,b] ,R) est un sous-espace vectoriel de R[“’b}} .
1.2

_ J
On vérifie que (-, -) est un produit scalaire.

2 rm
> (C’est une forme puisque, si f,g € Lip([-1,1],R), (f,g) = ffo f(cos(6))g(cos(8)) do € R.
0
> Elle est linéaire & gauche, par linéarité de I’évaluation, bilinéarité du produit dans R, et linéarité de ’intégration.

> Elle est symétrique par commutativité du produit dans R.

2 rm
> Elle est positive par positivité de l'intégration : Vf € Lip([-1,1],R), (f, f) = ffo f(cos(9))? db > 0.
™

2 rm
> Elle est définie. Soit f € Lip([—1,1],R). Supposons (f, f) = ffo f(cos(6))? df = 0.
™

Comme f est lipschitzienne sur [—1,1], f est continue sur [—1,1] donc § — f(cos(#))? est continue sur [0, 7].
Par stricte positivité de l'intégration, V0 € [0, 7], f(cos(9))? =0, i.e. f(cos(d)) = 0.

Comme 0 — cos(f) est surjective de [0, 7] dans [—1,1], on a donc V¢ € [-1,1], f(¢) = 0.

En d’autres termes, f est I’application nulle sur [—1,1].

En conclusion, {(, -) est un produit scalaireJ .

det(M) = Y &(o0) ﬁ[M]a(z'M

ceS, i=

=

Clairement, Tj est un polynéme de degré 0.
n

Soit n € N*. Notons M = ([M]; j)1<i,j<n la matrice associée au déterminant T,,. On a : T, = 3 e(o) [[[M]o(),-
oeS, i=1

Chaque produit de cette somme est un produit de n mondémes de degré < 1, donc 7;, est de degré inférieur ou égal a

n. De plus, la seule possibilité pour que ces n monomes soient de degré 1 est de choisir tous les termes de la diagonale,

c’est-a-dire le terme relatif & o = Id; ,,j. Autrement dit, dans cette somme, il y a un terme de degré n et des termes

de degré inférieur ou égal & n — 1 donc {Tn est un polynome de degré n} .

11.3

On développe par rapport & la derniére ligne :

X 1 0)
1 2X
T, = 2XT, ; — R
02X 0
(0) 1 1 [n—1]

On développe par rapport & la derniére colonne : [Tn =2XT,_1 — Tn_QJ .

(1.4 |
Soit 6 € R. Procédons par récurrence double sur n € N*,
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> [nitialisation. Ty = X, donc Ty (cos(0)) = cos(h).

T = )1( QX‘ =2X2 — 1, donc Tz(cos(f)) = 2cos?(#) — 1 = cos(26).

> Hérédité. Soit n € N, n > 3. Supposons que T;,_o(cos(d)) = cos((n — 2)0) et T,,_1(cos(d)) = cos((n — 1)0).
D’aprés la question I1.3 :

To(cos(0)) = 2cos(0)Ty—1(cos(0)) — T o
= 2cos(f) cos((n —1)0 ) - cos((
= cos(d + (n—1)8) + cos(d — (n —

)

= cos(nf) car cos(6 —(n—1)0) =

cos(f

) —cos((n —2)0) (formule trigonométrique)

)

2)0) (hypothése de récurrence)
1)6

cos((2 — n)#) = cos((n — 2)0).

D’ou la propriété au rang n.

On en conclut que {Vn € N, Ty, (cos(0)) = cos(n@)} .

Prouvons 'unicité de T,,. Soit n € N*. Supposons qu’il existe P € R[X] tel que V0 € R, P(cos(f)) = cos(nd).
On a donc : V0 € R, T,,(cos(8)) = P(cos(d)). Comme 6 — cos(#) est surjective de R dans [—1,1], on peut donc dire
que Yz € [-1,1], T,,(z) = P(x). Ainsi, T}, et P coincident en une infinité de valeurs, donc T,, = P.

Autrement dit, [Tn est 'unique polynome vérifiant V6 € R, T, (cos(d)) = cos(nf))} .

I11.1
> Soit (n,m) € (N*)? tel que n # m. Alors :
2 rm
<TnaTm> = - 0 Tn COS (COS(Q)) dé
7
2 rm

= —J cos(nd) cos(mb) do

— l o (cos((n 4+ m)0) + cos((n —m)6)) db

T
= % (fow cos((n +m)6) db +f cos((n —m)6) dQ)
1 ([sin((n +m)d sin( m)@) T
o7 n+m 0 0
_ 1 (sin((n+m)m) N sin((n — m)w)
oo n+m n—m
= 0.
> Soit n € N*. Alors :
V2
(T, Ty) = 7[{) cos(nf) do
_ 1 [sin(nd)]"
oo no o
_ 1sin(nm)
o7 on
= 0.
Donc la famille (7,)nen est orthogonale.
> Soit n € N*. Alors :
2 T
2 _ Z 2
.7 = wjo cos(nf)” do
_ 2 71 + cos(2nb) 49
mJo 2
1 T T
= - (jo dé + fo cos(2nb) d9)
1
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= |2 =2["4 do=1.

La famille est donc également normée. Donc {(Tn) est orthonormée] .
I11.2

Soit n € N. On sait que la distance de f & R, 1[X] vérifie : d(f,R,11[X]) = |f — prnt1 ()]

Or, pn(f) € Ry[X] C Ry ys [X], done d(f, Ry [X]) = inf{[|f = P, P € Rpys[X]} < [If —pu(S)]-

D’ou {la décroissance de (|| f fpn(f)”)} .

I11.3
D’apres Uinégalité de Cauchy-Schwarz, |(f — pn(f), 9 — pn(9))| < If — 2u(F)lIllg — Pnu(9)]l.
[

RnX}aonapn(f)*Z<f7 >

=0

De plus, comme (T})re[o,n] €St une base orthonormale de

n

De méme pour p,(g) = > (9,1;)T}.
j=0

Par bilinéarité : (f —pn(f),9 —pn(9)) = (f.9) — Z<f, (9T — 2 0. Ty) (fT) + >0 (f.T) (g, T5) (T3, Ty)-

i=0 7=0 0<i,j<n
Dans cette derniére somme, les termes pour i = j sont nuls et alors les trois derniers termes sont identiques au signe

pI‘éS. D’ou <f _pn(f)’g _pn(g)> = <fa g> Z <fa >< g, >

1=0

‘<f,g> — S LT (9. T < IF = palDllg — pal9)] ’

k=0
IV.1
D’aprés la formule de Konig-Huygens pour la variable aléatoire |Y|: 0 < V(|Y]) = E(|Y|?)—E(]Y])? = E(Y?)-E(|Y])2.
D’aprés la méme formule pour Y : V(Y) = E(Y?) — E(Y)? = E(Y?).
Donc E([Y])2 < E(Y?) < V(Y). Comme E(|Y|) > 0, on en déduit |E(|Y]) < o(Y)|.
IV.2.a

La fonction x — x(1 — ) est continue sur le segment [0, 1] donc elle est bornée et atteint ses bornes.

En conclusion,

En particulier, { m[ax] 2(1 — z) est bien défini | .
z€[0,1

De plus, cette fonction est croissante sur [0,%} et décroissante sur [; , ] donc elle atteint son maximum en 7, et
max z(1—z) =1
z€[0,1] ( ) =3

celui-ci vaut

IV.2.b

Posons Y = 37" — .

Par linéarité, E(Y) = L E(S,) —2 = 1na — 2 = 0. Ainsi, Y est centrée, donc d’aprés la question IV.1: E(]Y]) < o(Y).
Calculons V(Y) : V(Y) =V (52 —z) = L, v(S,) = 22,
e
n NN

n n

D’aprés la question IV.2.a : V(Y) < 4. Donc o(Y) < 2\F En résumeé,

IV.2.c
D’apres le théoréme de transfert, E (f (%)) = i f(E)YP(S, = k) = Bu(f)(2).

) k=0
On écrit alors :

[Bn(f)(x) = f(z)| =

&=

N———
v
/\
8
P

ar linéarité de ’espérance
— f(z) P p ,

/A
=
3| 3\‘0 3|

N—
\
&

~

I

=
/\/-\

~
/\/\/—\

) par inégalité triangulaire (pour les sommes finies),

=&
I
8

) car f est k-lipschitzienne,

N

=
5 —~
/\??‘

/N
>

) par linéarité,

/A

d’apreés la question précédente.

ki
2/n
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Devoir surveillé n°8

D’ou le résultat : | |B,(f)(x) — f(z)] < % .

IV.3.a

D’aprés la question précécente, Vo € [0, 1], [B,(f)(z) — f(z)| < %

Par passage a la borne supérieure, 0 < || B, (f) — flloo < %

_k_ A fore _
Or, 77% Nl 0. D’aprés le théoréme des gendarmes, ||B,,(f) — f|loo e 0.

Autrement dit, [la suite (B, (f)) converge uniformément vers f sur [0, 1]J .

[1v.3.b |
Soit g € Lip([-1,1],R). ¢ : @ — 2z — 1 est une bijection de [0,1] dans [-1,1], on décide de poser f : z — g (),
qui est donc définie sur [0, 1].

> De plus, f € Lip([0,1],R). En effet, si z,y € [0,1] :
|f(x) = fW)] =19(2x = 1) — g(2y — 1| < k[(2z — 1) — (2y — 1) < 2k|z —y|

en utilisant le réel strictement positif & tel que g est k-lipschitzienne. Donc f est 2k-lipschitzienne.

> D’aprés la question IV.3.a, la suite de polyndémes (B,,(f))non+ converge uniformément vers f.

En utilisant la bijection réciproque ¢~! de ¢, on définit alors une suite de polynoémes (P, ),en+ en posant :

Vz € [~1,1], Po(z) = Bn(f) (x1>

2
Et on a:
1P =gl = sup{|Pa(e) ~ g(o)], 2 € [-1,1])
= s { |50 (T5) - o) o e 111

= sup{|B.(f) () —g(2z —1)|,2 €[0,1]} par bijectivité,
= sup{|Bn(f) (z) — f(2)],z €[0,1]}
= 1Ba(£) = FIRY

donc [(Pn)neN* converge uniformément vers g} .

V.l.a

D’aprés la question IV.3.b, il existe une suite de polynéme de (B, (f)) qui converge uniformément vers f.
Donc {il existe n € N tel que ||f — P, < EJ .

V.1.b
On a[|f = pv(f)l| = d(f, R [X)). Or, P € Ry[X], donc d(f, Rx[X]) < | f = P|, soit ||| f — pn ()] < | f = PIl].

V.l.c
Selon la question II1.2 et la question V.1.b : Vn > N, ||f — po (/)| < ||f — P

11 suffit alors de remarquer que ||f — P|| < [|f — P|l%""v/2, ce qui découle de :

I =PI =~ [} (F(eon(0)) — Pleost®)? a8 < ~ 701 = PILM) do < 2011 = PP

Do [¥n > N, [If - palf)ll < V2.

V.2
Selon V.1.a, ||f — pn(f)| — 0. De la méme maniére, on a ||g — pn(g9)|] — 0.
n—-+00 n——+00
D’aprés le théoréme des gendarmes et la question IIL3, (f, g) — > (f,Tk) (g, Tk) = 0.
k=0 n—r+00
+oo
Par conséquent, | (f,g) = > (f,Tx) (g, Tk) | -
k=0

V.3.a
Soit k € N. (f,Ty) = %joﬂ |cos(6)| cos(kf) df. En posant ¢t = 6 — 7, changement de variable %" bijectif de [0, 7] dans

[fg, g}, on a directement

/2
(f,Tx) = %f_ﬂ/2| sin(t)| cos (kt + &%) dt | puisque cos (t + %) = —sin(t).

11/ 13
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V.3.b
> Soit k € N. cos ((2k+ 1)t + kr + 3) = sin((2k + 1)t + km) = (—1)*sin ((2k + 1)t) donc | (f,Tor11) = 0| car
Iintégrande est impaire et l'intégrale se fait sur un intervalle centré en 0.
> Soit k € N*. cos (2kt + km) = (—1)¥ cos (2kt), donc :
2 pm/2
() = (="~ |7 lsin(t)]cos (2kt) dt
4 /2 . s
= (-1 ffo sin(t) cos (2kt) dt par parité de l'intégrande,
0
2 (m/2
= (_1)'tj0 (sin (1 + 2k)t) +sin (1 — 2k)t)) dt
71'
_ 2 Ccos((1+2k))  cos((1—2k)1)]™?
B ™ 1+ 2k 1-2k 0
2 1 1
= (=1)k=
(=1) ™ {1—5—21@ 1-—2k
= )kHé;.
m (2k+ 1)(2k — 1)
Dot | (£, T) = (-4 g .
g /2
> (f,T,) = ?j | cos(6)| df = {rﬁf cos(6) df = 222,
0 0
+oo 1 +oo
On calcule ensuite ) ——=—— en utilisant la question V.2 : (f,g) = >_ (f, Tk) (9, Tx)-
=1 (4k% — 1) 5=0
+
Or, selon les calculs précédents, le membre de droite de cette égalité est % + %m.
2 (7 a2 _1(" _ -
t (f,q) = JO cos?(6) df = ﬁfo (1 + cos(26)) df = 1.
On en déduit = +Z;2m—1 soit zlm:%f%
- - — V.3.c - y
Ona jxo— = GXCTREXI Donc il existe a, b, ¢, d € R tels que Gx=T (2X+1) = sx—1 T Exonz T axgt T e
Clairement, b=d = ;.
En prenant la limite quand X — +o0, aprés avoir multiplié¢ par X, on a 0 = § + § donc ¢ = —a.
Et en évaluant en 0, il vient 1 = —a + % + —a+ i, soit a = *i et c = i.

11 1 1 1 1
4X2-1 ~ 4 <_2X—1 + (2Xx-1)2 + 2X+1 + (2X+1)2) ’ :

Ainsi,

7_‘_2

+oo

En injectant dans la relation précédente, on a > (7 le_l + (Zkil)g + 2k1+1 + (%41_1)2) = -
k=1

On peut utiliser la linéarité pour isoler les deux carrés (termes généraux de séries convergentes) :

= 1 1 2
Z( %1 2k+1>+z ok — +Z 2k+1 =7

k=1

N|—

+oo +oo
Par translation d’indice, > ﬁ => 7(2ki1)2.
k=1 k=0

+oo
En isolant le premier terme : k2—:1 m = kz_:o m —1.
+oo

Par télescopage : > (_ﬁ + ﬁ) - 1.
k=1

+oo .
On en déduit : ka—:om —2 =T —2, soit

F it
D 8 |
= R
+o0 +oo
Enfin, on décompose }- 15 = 3- 3
=
+

+oo 1
s+ Y e
2k+1)2
k=1 k=0 (2k-+1)

0 = D 3% 1 = 1 w2 : A Py w?
r, 1221 @z = 1 Z 7z. Donc 3 kzl == kZ:O @EFT? = g Ce qui entraine : kzl ==
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