Devoir Surveillé n°4
MPSI

MATH

(s 11 )
Préambule
Durée : 4h00.

Les calculatrices sont interdites pour cette épreuve.

Vous apporterez le plus grand soin & la rigueur et & la rédaction de vos réponses.

Vous étes invités & encadrer ou | souligner | vos réponses.

Le sujet est composé de trois questions de cours, de trois savoir-faire, d’un exercice et d’un probléme, qui sont tous
largement indépendants.

1. Enoncer précisément le théoréme des bornes atteintes.
2. Donner le développement limité en 0 & Pordre n de e, de sin(z) et de In(1 + ).
On pourra poser n = 2p puis n = 2p + 1 pour sin(x).

3. Enoncer précisément le théoréme de Rolle.

[SAVOIR-FAIRE DU COURS |

1
1. Montrer que la fonction z — sin () n’a pas de limite en 0.
x

Vite-Vi-a

2. Trouver un équivalent simple de quand x — 0.
x

3. Calculer la dérivée n-éme de x — 22 e®, pour n € N.

[EXERCICE - Adapté d’un oral de Centrale-Supélec MP}

1+

On définit la fonction f en posant Vo € R, f(z) = —5 On note ensuite ag = 0, by = 2 et, pour tout n € N :
bn,
ant1 = f(an) et byy1 = —
n+1
1

1. Justifier que f est dérivable sur RT et que Vo € RY, 0 < f/(z) < m
2. Montrer la suite (a,)necn est bien définie, & valeurs dans [0, 1] et croissante.

1
3. Montrer que Vn € N, 1 —ap41 < —=(1 — ay).

22
1

2v2)"

™
5. Justifier qu’il existe une suite (0,,),cn & valeurs dans [0, 5], que l'on explicitera, telle que Vn € N; a,, = cos(6,,).

4. Montrer que Vn € N, 1 — a,, < et en déduire la limite de la suite (ay,).

6. Justifier que la suite (b, )nen et bien définie et qu’il existe une suite (A, )nen+ telle que Vn € N*, b, = A, sin(6,,).
7. En déduire la limite ¢ de la suite (by,).

@
8. Montrer qu’il existe deux constantes « et 8, & déterminer, telles que b, = (+ — + ﬁ +o0 ()
n——+o00 4n 16™
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[PROBLEME - Inspiré d’un écrit de Centrale-Supélec PC 2000

On note K Iensemble des fonctions réelles qui sont a la fois : positives ou nulles, convexes, de classe €' sur RY, deux
fois dérivables sur R™* et qui s’annulent en 0. On note Ko, I'ensemble des fonctions de K qui vérifient en outre :

M — +o0.
xr xT—+oo

Partie I. Quelques exemples

1. On considére, dans cette question uniquement, la fonction f définie sur R™ par f(z) = z — th(z).
(a) Vérifier que f € K.
f(x)

- f est-elle dans K ?

1+ X
(¢) Former un développement limité en 0 & 'ordre 1 de 1 + -

(d) En déduire que f(x) = 7" 14+2e 2" 4o (e72).

T—r

(b) Calculer la limite quand x — 400 de f/(x) et de

(e) Montrer que la courbe de f admet une asymptote oblique en +oco dont on déterminera une équation, et
préciser la position de la courbe par rapport a ’asymptote au voisinage de +oco.

2. On considére, dans cette question uniquement, la fonction f définie sur I par :
1 2
f(z) = x Arctan(z) — 3 In(1 + z*).

(a) Vérifier que f € K.

1
(b) Montrer que, pour tout 2 € R™*, Arctan(z) + Arctan (a:) = g
odui - T
(¢) En déduire que f(x) oo 3% In(z) + O(1).

(d) Calculer la limite quand @ — 400, de f'(x) et de @
T

f est-elle dans K, ? Existe-t-il une droite asymptote a la courbe représentative de f au voisinage de +o00?
xa
3. Dans cette question, on fixe a € ]1,+o0[ et on pose p,(0) = 0 et, pour tout x € RT™, ¢, (z) = -
Montrer que ¢, € K.

Partie II. Quelques inégalités utiles

Dans toute cette partie, on considére une fonction f € IC quelconque.
1. Montrer que Vo € RT, f(x) < zf'(x).

f(z)

2. En déduire que la fonction 6 : z +> Y est croissante sur 'intervalle R™*.
3. Montrer que V(z,y) € (RY)?, f(z) + f(y) < f(x +y).
4. Montrer que Yz € RT, gf’ (g) < fle)— f (g) < f(x).

Partie III. Comportement a I’infini

Dans toute cette partie, on considére encore une fonction f € KC quelconque. On suggére de bien lire les résultats de la
partie II; on pourra naturellement les utiliser, méme si I’on n’a pas réussi a les démontrer.

1. Montrer que f € K si, et seulement si, f'(x) —+> “+00.
Tr—r+00

On suppose dans la fin de cette partie que f n’est pas constante et n’est pas dans K.
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2. Montrer qu’il existe a € R™* tel que f(z) ~ aa.
r—+00

Montrer que f'(z) A
T—>+00

Montrer qu’il existe b € RU{—o0} tel que f(z) —azx — b.

r—+00

AN

Dans le cas ou b € R, montrer que la courbe représentative de f posséde une droite asymptote au voisinage de
400 et préciser la position de la courbe par rapport & son asymptote.

Partie IV. Transformée de Legendre d’une fonction de C

A toute fonction f € Ko et tout m € RT, on associe la fonction h,, : Rt — R définie par :
Vo € RY, hy(z) = ma — f(2).

On définit également I’ensemble J(f) = {m € R, h,, est majorée sur R} et, pour tout m € J(f), on pose :
f*(m) = sup{h,(z), z € RT}.

La fonction f* ainsi définie sur J(f) est appelée transformée de Legendre-Fenchel de f.
1. Déterminer, pour m € RT, la limite de A, en +o0o et en déduire que J(f) = RT.
2. Montrer que :
W(w,m) € (RY)2, f(x)+ f*(m) > ma.
3. Soit (fi1, fa) € K2,. Montrer que, si Vo € RT, fi(2) < fo(2), alors Vo € RT, fi(z) > f5(2).
4. Montrer que f* est convexe sur RT.

5. Dans cette question, on cherche a déterminer les éléments f de Ko vérifiant f* = f.
2
(a) Montrer que la fonction k : z — — est dans K, et vérifie k* = k.

(b) On suppose réciproquement que f est une fonction de Ko, qui vérifie f* = f.
Montrer que Vo € RT, f(2) > k(z) puis que Vo € R, f(z) = k(x).
6. Montrer que, pour tout = € R, f*(f'(x)) = xf'(x) — f(z).
7. Montrer que, pour tout f € K, (f*)* = f.

8. On deéfinit I’ensemble K% des fonctions positives ou nulles, convexes, deux fois dérivables sur R* et pour lesquelles
il existe \, u € R™ vérifiant :
vz e RT, A< f(z) < e

a) Soit f € K% et notons A € R™* une constante vérifiant Vo € R*, f”(z) > \.
oo
Montrer que Vo € RT, f/(z) > Az, et en déduire que f’ réalise une bijection de R sur R™.
b) Montrer que, si f € K%, alors f* est dérivable sur R et exprimer (f*)’ en fonction de f’.
[ee]

(c) Montrer que I'application suivante est bijective :
. Kb, — Kb

A

1 1
9. Application. Soit (p,q) € ]1,—1—00[2 vérifiant — 4+ = = 1.
On reprend la fonction ¢, introduit dans la partie I & la question I1.3.

(a) Montrer que ¢y = @.

(b) En déduire I'inégalité de Young : V(z,y) € (RT)2, 2y < — + =—.
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