MATH

Devoir surveillé n°2

On commence par échelonner le systéme :

r — y + 2-XNz = A
(S) <~ 2r — )\y + z = A Ly & L
B-XNz - y + z = A
x - y o+ 2-=XNz = A
— (2 — )\)y + (2)\ — 3)2 = =X Lo+ Lo — 214
2-Ny — (—=5A+5)z = XN -2\ Ly« Ly+(\—3)L,
x - y + 2-XNz = A
— 2-Ny + 2A=3)z = =\
A=1)(A=2)z = A1-2N) L3+ —Ls+ Lo

Le systéme est échelonné. Il est de Cramer ssi ses coefficients diagonaux sont non nuls. On entame alors la disjonction

de cas suivante :

x
> Si A =2, (5) devient :

Dans ce cas, {(S) n’a pas de solutionJ puisqu’il est incompatible.

x
> SiA=1, (S) devient :

—y -9
z =-=2
0 =-2

-y +z =1 _

y —z =-1 <:>{x =0
0 =0 y =z-1

Dans ce cas, I’ensemble des solutions de (5) est [{(O7 z—1,2),z € R}} .

> Si A € R\{1,2}, il est de Cramer donc il admet donc une unique solution :

Ainsi, I"unique solution de (S) est

A=)

2—n2° 2=N2 2—

(A(l—A) AMI=N\) A )
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PROBLEME 1
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0 sin>1,
'S"’O_{ 1 sin=0. ’

1.2.a

D’aprés la formule du binéme de Newton, {Vm eR, flx)=(1- x)”} .

1.2.c

En dérivant I’expression obtenue en 1.2.b, on a [Vm eER, f'(z) =—n(l- at)"‘lJ )

(1.2.d |

(CD8K(F) = —me0n

En évaluant en 1 les relations obtenues aux questions I.2.a et I.2.c, on a f/(1) =
k

n

0 sin=2,

On conclut : ‘ Spi = { 1 sin—1

| I.3.a |

D’aprés la formule du binome de Newton, [V:c eR,g(z)=(1- ew)”J .
(1.3.b |

La fonction x — 1 — e est dérivable sur R, donc [g est dérivable sur RJ .
n
En dérivant Pexpression de I'énoncé, il vient Vz € R, ¢'(z) = Y (—1)*k(}) €** puis :
k=0

Ve eR, g"(z) = > (—1)*K*(}) ek |
k=0

En dérivant Pexpression obtenue en L.2.a, on a Va € R, ¢'(z) = —ne® (1 —e®)" ! puis :

Ve eR, ¢"(z) = —ne® (1—e”)" " +nn—1)e*(1—-e")""?=ne" (1—e")">(® -1+ (n—1)e").

[Vm ER, ¢'(x) =ne” (1 —e”)" "% (ne” —1)} :

1.3.c

n

En évaluant en 0 les relations obtenues a la question 13.b, on a ¢”(0) = > (—1)*k*(}) = n(n — 1) - 072, c’est-a-dire

0 sin>3,
SW_{ 2 sin=2. ’

11.1

—_

Soit (k,n) € N? tel que k < n.

. n\ __ n! _ n! _ (n—1)! - n
> Sik=>1, k(k) = kk!(n—k)! = G—Dln—k)! — "E—DIm—R)T — "(k)

> Si k =0, alors les deux membres de 1’égalité valent 0.

V(k,n) € N,k <, k() = n(3}) |-

Dans les deux cas, on a montré que 1

11.2

Selon II.1, on a immédiatement |¥(n,p) € N?, n > p+1, Snop+1 = nkz (1)’“(2:1)1#’} .
=0

11.3

— — J
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Devoir surveillé n°2

Soit (n,p) € N* tel que n > p + 1.

H(() ()

k

k

Sppt1 +nSp_1p = )k (Z )k’p +n Z ( )k‘” selon 1I.2,

)k d’apreés la formule de Pascal.

Dot |V(n,p) EN*, n = p+1, Sppr1 +nSn_1,p = nSn,p] .
I1.4

Procédons par récurrence.

Initialisation : obtenue en I.1.
Hérédité : soit p € N, supposons P(p).

> La question I1.3 avec n = p + 1 permet d’écrire Spi1 511+ (P +1)Spp = (0 + 1)Spy1,p-
On peut le réécrire Sp41 541 + (—1)P(p+ 1)! = 0 ou encore Spi1 41 = (—1)PH (p+ 1)L

> La question I1.3 avec n > p + 1 permet d’écrire S, 11 + nSp—1,p = NSy p, 50it Sy, p4+1 +0 = 0 ou
encore Sy, p+1 = 0.

Ainsi P(p + 1) soit vraie.

Le procédé de récurrence nous permet d’affirmer que {P(p) est vraie pour tout p € N} .

IIT.1

Par calcul de somme double, on a :

Ty = Y07 )Pw
)

Zaz n, | -

On reconnait

I11.2

Si p <mn, pour i € [0,p], i < p <n, donc selon I1.4, S,, ; =0 et .

p
Si p =n, dans la somme Y a;S,,;, seul le dernier terme a,S, , n’est pas nul et vaut (—1)”p! selon II.4.

i=0
Ainsi | T, , = (=1)Pp!|.

I11.3

3/8
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On calcule :

Dans cette derniére écriture, on observe que S, ; est toujours nul saufsi j =i =p =n.

ol " 0 sip<mng
Ainsi, | 3 (=1 () P(k +1) = { (-1)Ppla, si g =n.

k=0
II1.4
On a (P;k) = (p%)(p*kpjl)”'(kﬂ). De fait, en posant P : t — ﬁt(t —1)---(t —p+1), et en appliquant la relation

= e ={ S Gt

précédente pour ¢t = p, on obtient exactement .
= sin=np.

4/38
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PROBLEME 2

l.a

- J
[cp est indéfiniment dérivable sur R} en tant que produit de fonctions indéfiniment dérivables sur R.

Et [Vx eR, ¢'(z) = w(w+2)ewJ .

1.b

| ——
¢ (x) est du signe de z(z + 2).
Par produit de limites, ¢(x) S, T
T—r1+00

Par croissances comparées, p(z) — 0.

T——00
On obtient le tableau de variations de ¢ :

T —00 -2 0 400

' (x) + 0 - 0 +
4e72 —+00
1.c

Ou sait que ¢ est convexe sur un intervalle I ssi Vo € I, ¢(z) > 0.

On calcule : Vo € R, " (2) = (22 + 4z +2)e” = (z — (-2 + v2))(z — (-2 — V2)) e®.

Ainsi, ¢"(7) > 0 <= x €] — 00, -2 — V2] U [-2 + /2, + <.

On en conclut que {cp est convexe sur | — 0o, —2 — v/2] et [~2 4+ /2, +-00[ et concave sur [~2 — /2, —2 + \@]} .
Par conséquent, en nommant %, la courbe de ¢ et 7T, la tangente & €, au point d’abscisse a :

> %, est au-dessus de Ty sur [—2,4o00[; compte tenu du tableau de variations de ¢, on peut méme dire que

[(ﬁ, est toujours au-dessus de 76} .

> {(ﬁp est au-dessous de T_q sur | — oo, 0]} , et on ne peut pas dire beaucoup plus...

> {‘ép traverse 7_,_ s et 7-_2+\/§} .

1.d

- J
On obtient ’allure de la courbe représentative de . On a représenté les deux tangentes horizontales et ’asymptote en
—00.

4 N
3 ) .
€.
¢
2 4
4e~2
1
4 3 ) a4 o 1
K J
l.e

> Selon 1.b, pour tout x réel, p(x) > 0. Donc, {si y < 0, 'équation y = ¢(z) n’admet aucune solutionJ )

> Siy=0,0na:pz)=0+= 22e*=0+= 1=0. {L’équation 0 = ¢(z) admet une unique solution] .

> Soit y €]0,4e2[.
< ¢ est strictement croissante et continue sur | —oo, —2[, ¢(z) — 0Oet p(x) — 4e 2. D’aprés le théoréme
T—r—00

r——2

de la bijection, ¢ réalise une bijection de | — 0o, —2[ sur ]0,4e2.

< En faisant de méme sur [—2,0] et sur ]0, +oo], on obtient ’existence d’un unique antécédent sur chacun de
ces intervalles.

Bilan : [si y €]0,4e72[, 'équation y = ¢(z) admet trois solutions} .

5/8
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> [Si y =4e 2 I'équation y = () admet exactement deux solutions} : —2 et une solution dans R™™ par appli-

cation du théoréme de la bijection sur R**.

> {Si y €]4e~2, +oof, 'équation y = ¢(x) admet une unique solution dans R} : aucune sur R~ puisque, siz € R™,

o(z) <4e 2 < y; et une sur R™* par application du théoréme de la bijection.
1.f

{La fonction ¢ : R — R n’est pas injective} puisque 4 e~2 admet deux antécédents.

{Elle n’est pas surjective} puisque —1 n’a pas d’antécédent.

1l.g
=2
@ est continue et strictement croissante sur RT*; o(z) — 0 et () = +00. Donc, d’aprés le théoréme de la
xr—r r—+00

bijection, ¢ réalise une bijection de R™* dans R™*. En conséquence :

[il existe une unique fonction v définie sur R** telle que, Vo € R™* : p(¢(z)) = = et ¢(p(x)) = a:J

2.a
.. 1 ..
1 400, done, par composition, ez — +oo. Par addition, | f,(z) — +oo].
x
z—0*t z—0Tt z—0t

1 o0, donc, par la méme démarche, | f,(z) — 0].

T z—0— rz—0~

{Le graphe de f, admet donc une asymptote verticale en O+} .

2.b

| —————
[ fa est dérivable sur R*} en tant que somme et composée de fonctions dérivables.

Et Vz € R*, f/(z) = _?12 er ~+a, soit [V&J eR", fl(x)=—¢p (%) + a} .

Enfin, pour z € R* :{fé(m)<0 = —pL)+a<0 = (1) >a}.

3.a
Soit x € RT™* :
, 1
fa@) <0 <= ¢|—|>a selon2.b,
x
1 en appliquant ¢ qui est strictement croissante, comme bijection réci-
= — > (a) q . . .
T proque de o, strictement croissante sur R™",
1 . . . . .
v < car -+ > 0 et 9(a) > 0, et que la fonction inverse est strictement décrois-

Y(a) sante sur RT*.

f. est strictement décroissante sur }0, w(la) { et strictement croissante sur } ﬁ, +00 H .

3.b

Donc

Soit y > fa (ﬁ) :

> f, est strictement décroissante continue sur }O, — {, fa(z) — Hooet fo(z) — fa ( 1 )
¥(a) 20+ s T\

Donc, d’aprés le théoréme de la bijection, y admet exactement un antécédent par f, dans }0, ﬁ [

> f, est strictement croissante continue sur } L 4 [, fal@) — fa (#) et f,(z) — oo par somme.
P (a) xﬁﬁ P(a) r—+00

Donc, d’aprés le théoréme de la bijection, y admet exactement un antécédent par f, dans }ﬁ, +00 [

Finalement, y admet au moins deux antécédents distincts dans R*, donc {fa : R* — R n’est pas injective} .

4.a
D’aprés la question 2.(a), pour z € R* , f/(z) <0 <= ¢ EI > a.
Or, selon 1.(b), pour tout z € R*, ¢ (%) > 0> a.
De fait, on a nécessairement Vo € R*, f/(x) <0 : [fa est strictement décroissante sur R™* et sur R+*J .

(4D ]
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> Cas a =0 : par composition, fo(z) =er — let fo(z) —> 1. Dol le tableau de variations de fy :

r——00 r—+00
T —00 0 +00
fo() - -
1 +00
fO \ \
0 1

fa est continue et strictement décroissante sur R~ donc d’aprés le théoréme de la bijection :

[fa réalise une bijection de R™™ intervalle Iy = f,(R™") =]0, 1[} .

De méme, f, est continue et strictement décroissante sur R™* donc d’aprés le théoréme de la bijection :

{fa réalise donc une bijection de R™* lintervalle I, = f,(R™*) =]1, +oo[} .

> Cas a < 0 : par addition et composition, f,(z) — “ooet fo(z) —> —oo. On obtient le tableau de variations
Tr—r— 00

T—r+00
de f, :

fa est continue et strictement décroissante sur R™* donc d’aprés le théoréme de la bijection :

[fa réalise une bijection de R™" lintervalle I; = f,(R™*) = R**} .

De méme, f, est continue et strictement décroissante sur R™* donc d’aprés le théoréme de la bijection :

{fa réalise donc une bijection de R™ Pintervalle I, = f,(R™) = RJ .

4.c

|}
Si a < 0, alors le nombre 1 admet exactement deux antécédents, 'un dans R™* Pautre dans R™*.

Donc [fa : R* — R n’est pas injective} .

4.d

D’aprés le tableau de variations ci-dessus, comme f; est continue sur R*, fo(R*) =]0,1[U]1, +oo]. —1 n’admet pas

d’antécédent par fo dans R*, donc [fo n’est pas surjectiveJ .

4.e

-
Comme précédemment, le théoréme de la bijection permet de montrer que fy : R™* —]0,1[ est bijective et que

fo s RY™ 51, oo aussi. De fait, | fo : R* — B =]0, 1{U]1, +00] est bijective |.

8l

Soit y € E. Pour x € R*,on a: fo(x) =y < e

Ainsi, |Vy € B, f5 ' (y) = lnzy)} :

On sait que les courbes représentatives de fj et def, 1 sont symétriques par rapport a la droite y = .
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