Devoir a la maison n°3

MATH

EXERCICE 1

1
ch(1) = ch(-1), or 1 # —1. Donc {ch n’est pas injective donc pas bijective} .

ch est continue, strictement croissante sur R™.
ch réalise une bijection de R™ dans J = [f(0), Em fl=11,4o0[].
o0

(2]

_J

D’apreés le théoréeme de la bijection,

Soit (t,z) € RT x.J. On résout I'équation = = ch(t) :

el tet =22

T? —2:T+1=0 en posant T = e,

T=2++v22—1 en calculant le discriminant A = 4(z* —1) =0,

et =zt m

tzln(mi\/ﬁ) carx+\/;m>x—\/ﬁ>0, puisquea::\/ﬁ> \/ﬁ

Pour z = 1, ces deux solutions sont confondues. Et pour > 1, on observe que r — vz2 —1 < 1:

x = ch(t)

T1117

r—Va2t-1<1l <= z-1<Va2-1 <= (-1 <2’ -1 <= -22+1< -1 < z>1.

D’ou ’équivalence : = ch(t) <= ¢ =1In(z + Va2 —1).
On en conclut que {Argch sz = In(z 4+ Va? — 1)J .

(3)

——J

> Premiére méthode. L’expression de Argch obtenue & la question 2 fait apparaitre ’expression d’une fonction dérivable
sur |1, +oo[ par opérations algébriques et composition, et :

T 1 _a:+\/a:2—1 1 1
Va2 -1

Yz €]1,4+o00[, Argch’ :<1+ = = .
z €] oo, Argeh(z) z+ V-1 Va2 =1 z++vVz2 -1 Vz2-1

> Deuziéme méthode. ch est dérivable sur |1, +00[ et sa dérivée sh ne s’annule jamais sur cet intervalle, donc d’aprés le
théoréme de dérivabilité d’une bijection réciproque, Argch est dérivable sur |1, +oo] et :

1
ch’(Argch(z))
1
sh(ln(z + Va2 — 1))
2

Vz €]1, +oo[, Argeh’(z)

T+ VI —1- oo
2(z 4+ V22 = 1)
(x+ V22 -1)2 -1
2(x 4+ Vx2 — 1)
2(z2 — 1) +2zv22 — 1
x—i—m

Va2 —1(vVaz?2 —1+x)
1

22— 1

On a bien prouvé de deux maniéres que {Arch est dérivable sur |1, —i—oo[} et ‘Vx €]1, +oo[, Argeh’(z) =
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@)

La tangente horizontale que posséde €. en (0,1) implique une tangente verticale pour €argen en (1,0).

Donc | Argch n’est pas dérivable en 1} .

5]

Voici le graphe des courbes représentatives de ch et Argch.
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EXERCICE 2

1. On cherche (a,b) € R? tel que Vk € [1,n — 1], #_21;) =24 0

Or: ,J(’;_QZ) =24 b k?;fl,:) = a(z(;k_),j)bk = n—2k=an+(b—ak.
11 suffit donc de choisir (a,b) vérifiant le systéme : { 712::&7; . (a,b) = (1,~1) convient clairement.

S
B

n—1 n—1
2. D’aprés la question précédente : k¥1 k’g;f’]z) = k¥1 (% — %)

n—1
inéarité “indice : n—2k _ § 1 1 1_
Par linéarité et changement d’indice : 1;—1 Rk = % ;= i & =0.
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[EXERCICE 3 - FACULTATIF |

l.a

Comme sin est & valeurs dans [—1;1], on a [sin2 (a) +sin?(b) < ZJ .

Dés lors que b = m — a, sin®(a) + sin(b) = 2sin*(a), donc

sin®(a) + sin?(b) =2 <= sin’(a) =1 <= sin(a) = +1 <= a= g[w]

Or a € [0;7], d’oi1 |sin®(a) +sin*(b) =2 <= a=0b= %J .

1.b.i

Pour cette question et les suivantes, on importe la fonction sin et la constante pi Python de la fagon suivante :

()}
Code Python
from math import sin,pi
Voici alors une fonction somme :
()}
Code Python

def somme(a,b):
‘ return (sin(a))**2+(sin(b))**2

1.b.ii

Comme 7 n’est pas un multiple de p = 0,05, les valeurs successives que 1’on va passer en revue seront :

0,m), (P —p), .-, (EJ P — EJ p),

le plus grand multiple de p inférieur ou égal a 7 étant {%J p. Une possibilité de fonction maxi est alors :
def maxi():

p = 0.05

n = int(pi/p)

s = somme(0,pi)

for k in range(1l,n+1):
if somme (k*p,pi-k*p)>s:
‘ s = somme (k*p,pi-k*p)
return s

L’instruction maxi() renvoie 1.9991351502732795.

1.b.iii

On peut seulement passer en revue {la premiére moitié de ces couples} par symétrie des roles de a et b.

1.b.iv

Voici une fonction adaptée de celle écrite en 1.b.ii :

def maxi2(p):
n = int(pi/p)//2
s = somme(0,pi)
for k in range(1l,n+1):
if somme (k*p,pi-k*p)>s:
‘ s = somme (k*p,pi-k*p)
return s

On peut alors appliquer cette fonction avec diverses valeurs d’entrée :
> maxi2(pi/100) renvoie 1.9980267284282718;
> maxi2(pi/1000) renvoie 1.9999802608561372;
> maxi2(pi/10000) renvoie 2.0.
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2.a
On écrit :
S = 1-—-cos*(a)+sin?(b) +sin?(c) car cos?(a) +sin’(a) = 1,
1-— 20 1-—- 2
= 1—cos’(a)+ C;)S( ) + C;)S( 2 car V0 € R, cos(20) = 1 — 2sin*(6),
~ 92— cos?(a) — cos(2b) —;—cos(Qc)
= 2 —cos*(a) — cos(b+c)cos(b —¢) car Vp,q € R, cos(p) + cos(q) = 2cos (p;q) cos (172q>
La relation b+ ¢ = m — a permet d’écrire cos(b + ¢) = cos(m — a) = — cos(a) donc
{S = —cos?(a) + cos(b — ¢) cos(a) + 2} .
2.b .
2
En posant X = cos(a), on observe que S = —X2 + cos(b — ¢)X +2 = — (X - COS(S%)) + = Elbfc) + 2. S atteint son
maximum lorsque X = % et ce maximum vaut COSQELLC) +2. Cette derniére quantité est inférieure ou égale 4 1 +2 = 2,

donc , et elle vaut ? si, et seulement si, cos?(b — ¢) = 1 (et, bien stir, X = cos(a) = W) Or, cos?(b—c) =
<= b—c=0[n] < b=ccar b,c € [0;n]. Finalement,
9

1
SZZ < b=cet cos(a):§ — b:ceta:%

En injectant dans a + b+ c = 7, il vient a = b = ¢ = %. Ainsi {S = 9 i, et seulement si, a =b=c¢ = %} .

4
3.a

«——— J
On calcule les valeurs (notées s dans Ialgorithme ci-dessous) de S = sin?(a) + sin?(b) + sin’(c) + sin?(d) pour a, b, ¢ variant
entre 0 et m avec un pas donné et d = 2r — a — b — c. Ensuite, on sélectionne la plus grande des valeurs obtenues, et on
retient les valeurs de a, b, ¢, d qui ont conduit & ce résultat.

{ code Python |
from math import sin,pi
a=0
S=0
pas = 0.05
while a<pi:
b=20
while a+b<2x*pi:
c=0
while a+b+c<2*pi:
d = 2*pi-a-b-c
s = sin(a)**2+sin(b)**2+sin(c)**2+sin(d) **2
if s>S:
S ==
A,B,C,D = a,b,c,d
c += pas
b += pas
a += pas
print(S,A,B,C,D)
Lors de ’exécution de ce script, Python affiche :
{ code Python |
3.9981290591882597 1.5500000000000007 1.5500000000000007 1.6000000000000008 1.583185307179584

3.b

La question 3.a semble annoncer que la valeur de S maximale est 4 et qu’on I'obtient pour a = b = ¢
sin est & valeurs dans [~1;1], on a clairement S < 4. De plus, lorsque ¢ = b = c=d = 5, S = 4. Cela j

. Comme

™
2
ustifie que

[la plus grande valeur de S est 4, obtenue pour a =b=c=d = g} .

* Kk ok

5/5



