Devoir a la maison n°2

MATH

EXERCICE 1

1
n 1 — gntt n
Siz e R\{1},| Y aF=—"—|.Sia=1|> aF=n+1].
—  |k=0 - k=0
2
Pour z € R, on pose f,(z) = Z x¥. f, est dérivable sur R puisque c’est un polynéme, et Vo € R, f/(z) = > ka*~!
k=1
Par ailleurs, la fonction f,, :  + 1 " est également dérivable sur R\{1} et :
—(n+12"1—2)+ (1 —2") 1—(n+1)a" +na"t!
V S R ]. 5 ! = ( =
z {1}, fa(@) (1—2?) (1—2)?
n 1— " n+1
On en conclut que, si # € R\{1},| Y ka* == (n+ e jmj
= (1—x)
n n 1
Enfin, siz=1,| Y kak = Zk’:w
k=1 k=1 2
3.a .
On note que, pour = = 2, le résultat de la question précédente se rééerit : Y i2° = 2(1— (n+1)2" +n2" 1) = 24 (n—1)27+1
i=0
Par changement d’indice :
i i+1 | il .
> (k+1)2 szp 1= Zp2p=1+i2”'1.
k=0 2=

On en déduit que :

i( Z (k+1)2’“> = i(lﬂ?i“)
i k

=0
= n+1+22+(n—1)2"1
= (n—12""? 4 n+45.

Pour résumer,

> (Zi:(kJrl)?"') =m—-12"*"2+n+5].

i=0 \k=0

En permutant les symboles de sommation :

i(i(kJrl)Qk) = ii(k+1}2’“

=0 \k=0 k=0 i=k
= Y (k+1)2¢) 1
k=0 i=k
= Y (n—k+1)(k+1)
k=0
= (n+1)> (k+1)2F =D k(k+1)2*
k=0 k=0
= (n+1)m2" +1) =) k(k+1)2F

k=0
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Selon la question 3.a, on en déduit : Y k(k+1)2% = (n+ 1) (n2"** +1) — ((n — 1)2""2 4 n+5).
k=0

Aprés simplifications, | > k(k 4+ 1)2F = (n? —n +2)2"*! — 4],
k=0

3.c
n

Par linéarité, Y k(k +1)2F = > k?2% + Y~ k2*. D’ou l'on déduit

= > k22F = (n? — 2n + 3)2" T — 6.
k=0 k=0 k=0

k=0
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