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EXERCICE

I - Étude d'une loi discrète

Soit n un entier naturel non nul.

1. Déterminer la constante réelle c telle que les propriétés suivantes :

X(Ω) = J1, nK et ∀k ∈ X(Ω), P(X = k) = c ln

(
1 +

1

k

)
dé�nissent une variable aléatoire.
Désormais, X est une variable aléatoire suivant la loi ainsi dé�nie, et l'on écrira X ∼ F (n).

2. On pose un =
n∑

k=1

k ln
(
1 + 1

k

)
.

(a) Montrer que un = n ln(n+ 1)− ln(n!).

(b) À l'aide de la formule de Stirling, montrer que un ∼
n→+∞

n, et en déduire un équivalent simple de E(X)

lorsque n tend vers +∞.

II - Loi du premier chi�re signi�catif

Pour a ∈]0,+∞[, on note log(a) =
ln(a)

ln(10)
.

En Syldavie, le nombre d'habitants X d'une ville tirée au hasard suit la loi F (999 999).

1. Donner une valeur approchée de la population moyenne des villes de Syldavie.

2. On appelle premier chi�re signi�catif d'un nombre non nul le premier chi�re non nul de son écriture décimale.
Ainsi, le premier chi�re signi�catif de 1729 est 1.
On note Y le premier chi�re signi�catif de X.

Justi�er que (Y = 1) =
5⋃

k=0

(10k ⩽ X ⩽ 2 · 10k − 1) et en déduire P(Y = 1).

3. Montrer que Y suit la loi F (9) et calculer E(Y ).
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